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摘要  基于现有研究中典型的水质响应非线性行为, 定义基于交叉样本熵、傅里叶变化、乱序计数和调整

R2
 的  4 种负荷削减–水质响应非线性强度指标。在典型水质响应样本的基础上进行指标的计算和比选, 为基

于数值模拟的水质管理提供可参考的非线性强度衡量指标和非线性判断依据。研究结果表明, 4 种水质响应

非线性强度指标虽然有一定的重叠, 但不可以互相替代, 它们分别指示季节差异、峰值变化、短期水质恶化

以及水质均值变化等不同类型的非线性行为。结合计算结果, 给出使用  4 种非线性指标判断非线性行为的方

法, 并讨论非线性定义的局限性以及所提指标的应用前景。研究结果有助于进一步区分和认识水体水质响应

不同类型的非线性行为, 以便针对非线性水质响应行为的特定类型进行分析。 
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Abstract  This study developed four nonlinearity strength indicators for water quality responses based on cross 

sample entropy, Fourier transformation, non-sequence counting, and adjusted R2 according to typical nonlinear load 

reduction-water quality responses suggested by previous studies. All the indicators were applied on typical numerical 

water quality simulation samples. Based on the calculation, the four indicators were compared with each other to 

provide suggestions on how to use them to detect the nonlinearity and measure the nonlinearity strength. Results 

show some overlaps among the four indicators, however, they are not interchangeable. The four indicators suggest 

seasonal differences, peak changes, short-term water quality deterioration, and averaged water quality changes 

respectively. After providing suggestions on how to use the four indicators to detect nonlinearity of water quality 

responses, this study further discusses the limitations on the nonlinearity definition and potential applications of the 

four indicators. This study will contribute to understanding, distinguishing, and analyzing the type of nonlinear water 

quality responses. 
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根据第二次全国污染物普查公报, 2017 年全国

水污染物排放量化学需氧量为  2143.98 万吨 , 总氮

为  304.14 万吨, 总磷为  31.54 万吨, 与  2007 年相比, 

分别下降  29.2%, 35.7%和  25.5%[1–2]。同时, 全国重

点湖库水质  IV 类以及劣于  IV 类的比例从  71.5%降

至  37.4%[3–4]。但是, 当前的水质管理依然面临诸多

挑战。《水污染防治行动计划》提出 , 到  2030 年 , 

全国七大重点流域水质优良比例将达  75%以上。在

未来一段时间内, 进一步削减污染负荷仍是水质管

理的主要任务之一[5–7]。 

然而, 水质对污染负荷削减的响应并不是线性

变化的 , 这种非线性响应为水质管理带来困难 [8]。

负荷削减–水质响应的非线性关系来源于两个阶段: 

1) 从负荷输入到水体营养盐浓度[9–10]; 2) 从营养盐

浓度到藻类浓度[8,11–12]。由于水体底泥等内源释放

现象, 加上复杂的湖沼学过程和水体流场的动态变

化, 这两个阶段并不完全独立, 常常相互影响[13]。 

尽管水体水质的非线性行为被现有研究(特别

是水质预测研究)广泛提及 , 但对其具体分析缺少

足够的关注。为解决非线性问题, 水质预测模型逐

渐采用机器学习等方法来提高预测精度, 如支持向

量机[14–15]和人工神经网络[16]等。从理论上讲, 这些

机器学习模型可以拟合任何非线性函数的形状, 因

此在有充足训练数据的情况下, 这类研究并不关注

水质响应属于哪种非线性函数。线性关系有明确的

定义, 非线性关系却没有一个统一的表现形式。Su

等[17]在大规模数值模拟实验的基础上, 归纳出水体

水质响应非线性关系的  4 种主要类型: 1) 负荷削减

后, 水质不成比例地响应, 但水质随时间的变化规

律没有改变(即水质时间序列的形状没有改变); 2) 

水质时间序列的峰值提前或滞后; 3) 水质时间序列

的峰值消失; 4) 负荷削减后, 水质在有限时间内呈

现短暂的恶化。 

水质响应的非线性强度指标能够帮助人们判断

非线性关系的强度和类型 , 但目前缺乏相关指标。

在实际的水质管理中, 不同水体可能表现出不同类

型的非线性响应行为, 确定每一种水体属于何种非

线性响应行为及其响应强度, 对水质管理有较强的

现实意义。Janssen 等 [18]在太湖的案例中使用调整

R2
 作为水质响应非线性强度的指标, 但没有明确该

指标与具体非线性行为之间的关系。Su 等 [17]在区

分水质响应非线性行为类型时, 使用一种基于方差

的非线性指标, 但该指标带有时间尺度, 不是一个

可用于指示整体水质响应非线性行为的单一指标。 

本研究旨在开发和讨论可以衡量负荷削减–水

质响应非线性强度的指标, 在实践中用于非线性水

质响应行为的判断和识别。鉴于基于水质监测和数

值模拟模型的不同, 我们主要讨论针对特定水体已

经建立水质数值模拟模型的情况。本研究基于现有

文献中对负荷削减–水质响应非线性类型的描述 , 

定义  4 种非线性强度指标, 进而在水质响应代表性

数值模拟样本中, 对  4 种非线性强度指标进行比较, 

分析其重叠程度和区分度, 并对实际管理中如何应

用这些指标提出建议和参考标准。 

1 研究方法 
1.1 备选非线性强度指标的确定 

在本研究中, 将水质响应的非线性行为理解为

“水质响应不成比例地对负荷削减进行响应”, 即负

荷削减的边际效应不恒定。水质响应的非线性可以

指两个负荷削减水平下水质响应的行为变化, 也可

以指多个负荷削减水平下水质响应行为的变化。后

者更关注湖泊特征, 而不是当前负荷水平下的水质

响应, 对长期水质管理的意义更大, 因此本研究主

要讨论后者。同时, 在指标选择过程中, 尽量避免

解释性不强的黑箱指标。 

针对多个负荷削减水平下水质响应的非线性行

为 , 本研究分别选取基于交叉样本熵、傅里叶变

换、乱序计数和调整  R2
 的  4 种水质响应非线性指

标。其中, 前两种需要先单独考虑个别负荷削减水

平响应的非线性, 然后汇总至多个负荷削减水平进

行计算; 后两种可以直接计算多个负荷削减水平与

水质响应的关系。 

1.1.1 基于交叉样本熵的水质响应非线性指标 
交叉样本熵一般用于衡量两个带有随机性的时

间序列的相似性 [19–20]。本研究依据交叉样本熵的

计算方法, 采用式(1)~(4)计算两个负荷削减水平下

水质响应时间序列的相似性。 
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式中, CSampEn 为非线性指标, N 为时间序列长度; S1,t

和 S2,t 为两个负荷削减水平下水质响应在  t 时刻的

响应值 ; r 为识别精度 , 一般为序列标准差的  10%, 

本研究取  0.025。 

上述指标的本质在于计算两个水质响应时间序

列标准化之后的一致性。两个负荷削减水平下水质

响应越相似, CSampEn 就越接近  0; 反之, 当任意时刻

两个负荷削减水平下水质响应都不相似时, CSampEn

为正无穷。由于计算过程中将水质时间序列标准

化, 因此此处做如下假设: 虽然特定季节的响应可

能是线性的, 但只要不同季节的响应程度不同, 水

质响应的季节差异也是非线性的一种。 

对于多个负荷削减水平, 首先计算相比于未削

减情景, 各削减情景下基于交叉样本熵的水质响应

非线性指标, 然后将所计算指标的平均值作为多负

荷削减水平下基于交叉样本熵的水质响应非线性 

指标。 

1.1.2 基于傅里叶变换的水质响应非线性指标 
在机器学习中, 傅里叶变换是常用的曲线形状

特征提取方法 [21–22], 可以将任意时间序列曲线分

解, 并得到其频谱, 用频谱的主频描述时间序列曲

线的形状特征。由于水质响应的非线性特征包括时

间序列峰值改变的情况, 因此需要考虑将时间序列

曲线形状的改变作为衡量非线性的一个方面。 

采 用 快 速 傅 里 叶 变 化 (fast Fourier transform, 

FFT)方法 , 首先得到每一个负荷削减水平下的频

谱 , 并保留每一个负荷削减水平下的前  6 个主频。

然后, 将所有负荷削减水平下(包括未削减情景下)

的所有前  6 个主频进行并集运算, 通过并集集合元

素的个数除以所有负荷水平下前  6 个主频的个数进

行归一化。 
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式中, U 为未削减情景以及所有负荷削减情景下前  6

个主频并集的元素个数, M 为负荷削减情景的个数

(不含未削减情景)。并集集合元素越多, 该指标越

接近  1, 说明水质响应曲线的形状改变越大 , 非线

性越强; 当所有情景下的前  6 个主频都相同时 , 该

指标为  0。 

1.1.3 基于乱序计数的水质响应非线性指标 
针对所有负荷削减水平下的时间序列曲线, 遍

历所有时间, 观察水质是否依次变好, 将水质没有

依次变好的时间占总时间的比例作为水质响应非线

性的指标。当负荷削减水平逐渐增强时, 水质应当

依次变好。然而, 水质响应的非线性会导致局部时

段内的水质反而恶化。在线性情况下, 该指标为  0, 

在强非线性情况下, 即任意时间都出现水质恶化的

情况下, 该指标为  1。 

1.1.4 基于调整  R2 的水质响应非线性指标 
首先, 计算各负荷削减水平下水质响应时间序

列的平均值 , 与负荷削减水平组成数据集。然后 , 

在数据集上进行线性拟合, 并计算其调整  R2, 作为

水质响应非线性的指标[18]:  
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式中, a 和  b 分别为对(dj, Sj)进行最小二乘拟合所得

到的截距和一次项系数, j=0, …, M, dj 为第  j 个负荷

水平, M 为负荷削减情景的个数, Sj 为该水质响应的

平均值。 

式(6)~(8)计算的是观测到的水质响应和完全线

性水质响应之间的偏离程度, 将偏离程度作为非线

性强度的衡量指标。与  R2
 相比 , 调整  R2

 可以更好

地指示线性关系对观测数据的偏离程度。在完全线

性的情况下 , 调整  R2
 为  1, 非线性越明显 , 调整  R2

越小, 最小为 0。 

1.2 负荷削减–湖泊水质响应数值模拟样本的

获取 
本研究水质响应数值模拟样本来自  15 种典型

的水质非线性响应行为。Su 等 [17]以滇池为湖泊原

型, 考虑  3 种不同气候条件和负荷输入, 进行  35 万

次数值模拟实验 , 对负荷削减–湖泊水质响应的关

系进行大数据分析聚类, 得到  15 种典型的水质非线

性响应行为。我们根据上述  15 种典型非线性响应

的时间序列(每种类型至少包含  TN, TP 和  Chla 中的

一种水质指标), 获得  42 个水质响应样本(部分典型

水质非线性响应行为只包含  3 个水质指标中的一个

或两个), 每个水质响应样本包括未削减情景和  4 个

不同负荷削减情景下的水质响应时间序列。负荷削

减情景设计和典型水质响应非线性行为的获取方法
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以及各水质响应样本时间序列数据详见文献[17]。 

1.3 非线性指标的共线性分析与筛选 
为筛选出充分指示水质响应非线性程度的指

标, 我们分析各个指标之间的共线性。若两个指标

之间存在共线性, 意味着这两个指标之间存在比较

强的相互替代关系, 则有一个指标是冗余的。共线

性的判断通过计算两个指标分布的相关性来实现。

同时, 分析各个非线性指标的分布情况, 对照水质

响应的典型时间序列, 分析各个指标计算结果中最

强非线性的特征, 判断是否能够依据不同指标识别

所出现的非线性。理想的非线性指标应能明确地区

分线性与非线性的水质响应关系, 而非所有情况下

的计算结果差异不大。结合上述两点, 对照水质响

应的时间序列, 对非线性指标进行筛选。 

本研究中的计算在北京大学高性能计算平台上 

进行。 

2 结果与分析 
2.1 各非线性指标计算结果 

4 种非线性指标的计算结果如表  1 所示。在  4

个指标中, 基于交叉样本熵的非线性指标最小值与

最大值之间的差距最大, 且四分位数之间的计算差

异也比较明显, 说明基于交叉样本熵的非线性指标

对水质响应非线性的区分度最高。 

对  4 种非线性指标所指示的最强非线性进行比

较, 结果如图  1 所示。基于交叉样本熵的非线性指

标的最强非线性水质响应时间序列没有发生任何形

状上的改变 ,  并且以直观上看水质响应较为线性

(图  1(a))。对水质响应进行标准化(图  2), 可以看出, 

基于交叉样本熵的非线性指标主要指示水质响应的

时间差异性, 即虽然在局部时段内, 水质响应可能 

 

是线性的, 但在不同的时段, 水质响应的程度有所

差异, 因此水质响应时间序列标准化后, 发现水质

响应存在一定的非线性。相比之下, 基于傅里叶变

化的非线性指标(图  1(b))可以较好地指示水质响应

时间序列形状的变化, 包括峰值的提前和滞后, 并

且是  4 个非线性指标中唯一发现明显时间序列改变

的指标。基于乱序计数和调整  R2
 的非线性指标的

最强非线性样本为同一个样本(图  1(c)), 主要表现

为存在短时间内负荷削减之后反而水质恶化的情

况。这是基于乱序计数的非线性指标特定识别的情

况, 由于这种情况的存在, 也会影响水质响应时间

序列平均值与负荷削减之间的关系, 因此两个指标

的最强非线性指向同一个样本。 

2.2 共线性分析与指标选择 
4 个指标计算结果的分布及相关关系如图  3 所

示, 可以看出, 任意两个指标之间没有很强的相关

关系, 即指标之间不能相互替代。其中, 基于乱序

计数和基于调整  R2
 的非线性强度指标在非线性较

强的时候有一定的相关性, 但在非线性不强的时候, 

这两个指标之间的相关性很弱。 

虽然  4 个非线性指标没有很强的共线性, 但它

们所指示的非线性有一定的重叠。例如, 基于傅里

叶变化的非线性指标所指示的最强非线性样本, 其

基于交叉样本熵、乱序计数以及调整  R2
 的非线性

指标的计算值分别为  1.911, 0.077 和  0.998, 都显示

出有一定的非线性, 说明所指示的非线性存在部分  

重叠。 

不过, 上面的共线性分析结果表明, 指标含义

的重叠不足以导致指标相互替代。另一个证据是 , 

在  4  个指标分别指示的  5  个最强非线性的样本中 , 

并没有完全重叠的样本, 即没有一个样本的非线性  

表 1  4 种非线性强度指标在典型水质数值模拟样本中的计算结果 
Table 1  Statistics of the four indicators for nonlinearity strength on the typical numerical water quality simulation samples 

统计指标 
基于交叉样本熵的 

非线性指标 

基于傅里叶变换的 

非线性指标 

基于乱序计数的 

非线性指标 

基于调整 R2 的 

非线性指标 

均值 1.040652 0.050595 0.044276 0.976651 

方差 0.721019 0.046504 0.070788 0.060315 

最小值 0.045542 0 0 0.710623 

25%分位数 0.511421 0 0 0.984222 

50%分位数 0.902736 0.041667 0.005479 0.997099 

75%分位数 1.664996 0.083333 0.059760 0.999851 

最大值 2.613363 0.166667 0.265753 1 
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图 1  4 种非线性指标计算结果中最强非线性对应的样本情况 
Fig. 1  Strongest nonlinear water quality responses indicated by the four indicators for nonlinearity strength 
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图 2  基于交叉样本熵的非线性指标所指示的最强非线性的样本(对水质响应进行标准化处理) 
Fig. 2  Strongest nonlinear water quality responses (scaled) indicated by the cross sample entropy based indicator

 

图 3  4 种非线性指标计算结果的分布和指标之间的相关性 
Fig. 3  Distributions of the four nonlinearity strength indicators and the pair-wise correlations among them
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强度在  4 个指标中都能排到前五位 , 说明  4 个指标

之间存在较强的区分度。 

综合共线性和区分度的分析结果 , 我们认为  4

个指标不能相互替代, 且区分度比较明显。根据  4

个非线性指标指示的非线性特征及计算结果, 在实

际使用中 , 4 个非线性指标的选择和数值参考范围

如表  2 所示。根据各指标分布的计算结果, 选择区

分度明显的计算值作为显著非线性参考值, 并确保

该计算结果的对应样本存在明显的非线性行为。 

3 讨论 
3.1 水质响应非线性定义的局限性 

本研究中对水质响应非线性的关注主要局限在

水质在某一负荷下的稳定响应, 而非负荷动态变化

的情况下的水质响应。后者在时间维度上更复杂。

并且, 由于湖泊物理化学生物过程中存在时滞效应, 

水质响应的非线性程度更难衡量[23–24]。然而, 由于

后者包含了本研究关注的非线性行为, 因此本研究

结果对研究含时滞效应的非线性具有一定的借鉴  

意义。 

从研究结果可以看出, 非线性的定义与管理需

求有关。以基于交叉样本熵的非线性指标为例, 当

某一季节内水质响应是线性的, 但季节之间存在差

异时, 会识别出一定的非线性[25]。因此, 非线性的

定义不仅取决于是否含有时滞效应, 也取决于所关

注的时间尺度, 是季节内部还是年平均。 

本文探讨的非线性不仅依赖于水体特征, 也依

赖于情景设计(即实际管理关注的负荷削减程度)。

想要更精细地衡量水体通过负荷削减从一种营养水

平到另一种营养水平过程之中可能发生的非线性 , 

需要在两个水平之间设置更多的中间情景。因此 , 

本研究提出的非线性指标衡量的是情景限定下水体

营养水平之间的非线性。 

3.2 非线性指标的应用 
本研究提出的负荷削减–水质响应非线性指标

在实际的水质管理中可有以下三方面的应用。 

1) 4 个水质响应非线性强度指标有助于进一步

认识湖泊水质响应的非线性特征及其对水质管理的

挑战。虽然水质响应的非线性被广泛提及, 但本研

究结果表明, 非线性并不是一类明确的水质响应行

为, 其包含不同类型的水质响应方式。虽然这些方

式在某种程度上有重叠, 但区分度也非常明显。在

实践中, 应当从水质管理的目的(是季节差异, 还是

峰值; 是最不利的情况, 还是总体情况)出发, 采用

不同的非线性指标来识别非线性水质响应的具体类

型, 而不是仅仅停留在“非线性”这一指示不明的术

语上。 

2) 采用  4 个水质响应非线性强度指标, 有助于

进行针对性的水质监测。在基于数值模拟的水质响

应基础上采用不同的非线性强度指标, 有助于认识

不同水体水质响应的特点, 进而有针对性地对峰值

或特定时段的水质进行监测, 强化对水质非线性响

应的观测和动态规律的掌握, 进而支撑后续水质管

理和污染控制决策。 

3) 采用不同的水质响应非线性强度指标, 有助

于判断不同湖泊是否适用于模拟–优化的技术路

线。水质管理优化通常建立在数值模拟和优化模型

的基础之上 , 由于直接的模拟–优化耦合方法受限

于计算能力, 通常采用替代模型耦合优化模型的方

法[26–27]。但是, 替代模型往往只关注水质响应的平

均值。尽管水质响应的平均值也是非线性的[28], 但

在模拟–优化的过程中 , 可能会忽视其他动态过程

的非线性。通过不同水质响应非线性强度指标的计

算, 可以帮助判断某一水体是否存在其他类型的非

线性水质响应 , 以此揭示应用模拟–优化技术路线

时, 应基于额外关注的时段, 有助于规避总体得到

控制而局部未达预期的现象。 

当然, 实际应用中的情景和模型特征可能与本

研究采用的情景及模型特征不完全一致。因此, 使

用本研究提出的指标来量化非线性, 需要对数据进 

表 2  非线性指标的选择以及计算参考值 
Table 2  Suggestions on the selection and nonlinearity threshold of the four nonlinearity strength indicator 

指标名称 指示非线性特征 显著非线性参考值 最强非线性参考值 

基于交叉样本熵的非线性指标 水质响应的季节性差异 >0.500 2.613 

基于傅里叶变化的非线性指标 水质响应峰值的提前、滞后、消失 >0.083 0.167 

基于乱序计数的非线性指标 负荷削减后水质的短暂恶化 >0.072 0.266 

基于调整 R2 的非线性指标 水质响应平均值的不成比例改变 <0.900 0.710 
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行预处理。 

首先, 实际应用中的模型大多数为二维或三维

的水动力水质水生态模型, 本研究在评估指标的过

程中简化了空间复杂性, 仅为单点评估。在二维或

三维模型中 , 可以选择重要站点(如国家地表水水

质自动监测站或省级监测站)进行非线性响应程度

的评估, 也可以对空间进行平均来简化空间上的差

异性。值得注意的是, 某些非线性响应行为可能源

自空间差异性, 而空间差异性可能更多的是水动力

原因造成的。因此在进行空间平均的情况下, 仍需

对重要点位进行单独评估, 以便寻找非线性行为的

主要来源。 

部分非线性指标对情景的数量也有要求。计算

基于交叉样本熵的非线性指标、基于傅里叶变化的

非线性指标和基于乱序计数的非线性指标时, 要求

情景的数量不少于  2 个; 计算基于调整  R2
 的非线性

指标时, 一般要求情景的数量不少于  3 个。值得注

意的是, 对于任意两个情景之间非线性关系的衡量, 

基于傅里叶变化的非线性指标和计算基于调整 R2
 的

非线性指标都是依赖于总情景个数的。 

4 结论 

本研究首先依据负荷削减–水质响应非线性的

特征 , 定义  4 种水质响应非线性强度指标 , 然后在

典型负荷削减–水质响应时间序列样本的基础上 , 

对  4 种指标进行计算及比较。结果表明, 4 种非线性

指标不存在明显的共线性, 虽然对在非线性强度的

指示有一定的重叠, 但具有明显的区分度。基于交

叉样本熵、傅里叶变换、乱序计数和调整  R2
 的非

线性指标分别有助于识别有季节差异、峰值变化、

短期内水质恶化和水质均值变化所产生的非线性行

为, 可以满足不同的水质管理需求。本研究进一步

结合计算结果给出  4 种指标达到显著非线性行为的

参考值, 讨论了水质响应非线性定义的局限性以及

所提指标的应用价值。本研究的结果有助于在水体

水质数值模拟的基础上, 进一步区分水质响应非线

性的不同种类及其对应的特点, 差异化地认识不同

水质的行为特征, 帮助制定相应的水质监测方案和

污染控制方案。 
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