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摘要  针对高斯牛顿(Gauss-Newton, GN)方法求解光束法平差模型时对初值准确度要求高、应用场景受限的

问题, 提出基于拟牛顿法  BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)修正的高斯牛顿算法——BFGS-GN 法。当

高斯牛顿法的信息矩阵失去正定性后, 使用  BFGS 算法对法方程进行补充修正, 可从根本上消除高斯牛顿方

法对初值敏感的数学缺陷。在数据集上的实验结果表明, BFGS-GN 算法对不同类型的初值具有鲁棒性, 在初

值较好的情况下, 所提方法与高斯牛顿法具有相同的精度和迭代效率; 在初值较差的情况下, 高斯牛顿方法

因发散而失效, BFGS-GN 算法仍可以收敛到较高的精度。 
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Abstract  Aiming at the problem that the Gauss-Newton (GN) method is sensitive to the initial information 

matrix in the Bundle Adjustment (BA) model, which leads to limited application scenarios, the paper proposes a 

novel method BFGS-GN using BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) algorithm to improve the traditional 

Gauss-Newton method. When the information matrix of the Gauss-Newton method loses positive definiteness, 

BFGS algorithm can be used to modify the normal equations, which fundamentally eliminates the mathematical 

defect that the Gauss-Newton method is sensitive to initial values. Experimental results demonstrate that proposed 

method is robust to different types of initials. The same accuracy and the number of iterations as GN can be 

obtained when the initial values are good. As for bad inputs, GN-based BA method cannot work but BFGS-GN can 

converge to a minimum. 
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光束法平差(bundle adjustment, BA)是三维重建

和视觉  SLAM (simultaneous localization and mapp-

ing)的核心技术 , 主要应用于相机位姿和路标点的

后端优化。获得相机内参矩阵、外参矩阵、影像特

征点和空间  3D 物点坐标初值后, 可以使用  BA 模型

对以上参数进行整体优化, 消除误差, 并获得精确

的视觉信息[1]。 

在视觉重建中, BA 模型的目标是获得更加精确

的相机位姿和空间路标点。围绕这一目标, 针对光

束法平差的研究分为以下几个方向。 

1) 使用其他质量更高的传感器获得更高质量

的初值。Zhang 等 [2]着眼于使用标靶来获得精度更

高的初值, 以保证优化过程中的问题收敛, 但在提

高初值精度时, 往往需要精度更高的采集设备和更

多的人工预处理。 

2) 建立包含更多约束内容的光束法平差模型。



北京大学学报 (自然科学版 )  第 56 卷  第 6 期  2020 年 11 月 

1014 

Dabeer 等 [3]在  BA 模型中融合路标点特征和车道线

特征来优化自动驾驶车辆的姿态信息。Yang 等 [4] 

提出点面  BA 模型来处理纹理缺乏场景中机器人的

状态优化问题。Wu 等[5]利用计算机并行计算方式, 

通 过 使 用 多 核  CPU 和  GPU 进 行 算 法 加 速 。 Zhao  

等 [6]用影像间的视差角等角度信息代替直角坐标 , 

降低雅克比矩阵(Jacobian matrix)的稀疏性。 

3) 借助深度学习方法求解  BA 问题。这种方法

往往需要基于数据特征进行精巧的设计来增强训练

过程的收敛性, 且参数估计部分仍然采用传统方法, 

通用性不强。如  Tang 等 [7]设计  BA-Net, 通过学习

到的量度特征来衡量重投影误差、优化场景深度和

相机运动。 

4) 直接研究  BA 模型的数值优化解。这是更加

基础性的研究方向, 其目标是以各种质量的传感器

采集的数据为基础, 提高求解方法的准确度和可拓

展性。本文详细介绍此方向的研究。 

光束法平差模型的本质是非线性最小二乘求解

问题, 通过多次迭代, 使  3D 路标点的重投影误差最

小。在数值优化问题的诸多解法中, 牛顿法因具备

二阶收敛速度而得到广泛的应用, 但在迭代求解的

过程中, 牛顿法因计算复杂度过高而无法应用在数

据量较大的  BA 模型求解中。这种情况下 , 高斯牛

顿方法通过忽略牛顿方法中产生的高阶导数, 极大

地降低计算复杂度 , 因此普遍应用于工程问题中。

但是, 在忽略高阶项的同时也为高斯牛顿带来问题: 

当输入模型的初始值偏离真值较远时, 此方法极易

发散, 无法满足收敛要求。 

LM (Levenberg-Marquardt)方法 [8]通过为高斯牛

顿增加阻尼项来实现问题可解, 但由于阻尼的具体

数值是通过不断尝试得到的 , 因此很难获得精准

的 下降方向 , 并导致迭代中的下降速度较慢。CG 

(Conjugate Gradient)方法 [9]则是在高斯牛顿方法的

数学模型基础上 , 使用共轭梯度的方式求解方程 , 

但由于信息矩阵的条件数较大, 会影响矩阵的收敛

速度。CGBA 方法[10]通过分解雅克比矩阵, 能够降

低矩阵的条件数, 提高收敛速度, 但基于共轭梯度

方式的解算方法通常无法收敛到更高精度的局部最

小点。 

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)方法 [11]

是一种常见的拟牛顿方法, 具有良好的正定保持特

性, 因此是数值优化领域常用的优化方法。sBFGS-

BA 是利用  BFGS 的正定保持特性提出的一种新解

算方法 [12], 但每步迭代都需计算海森矩阵(Hessian 

matrix)的高阶信息, 无法实现实时运行。本文通过

分析高斯牛顿方法对初值敏感的原因发现, 在解算

过程中, 是由于近似海森矩阵失去正定特点, 才导

致下降方向无法求解。本文引入  BFGS 方法迭代求

解目标方程的高阶导信息, 更加精准的表现求解目

标中的海森矩阵, 在增加少量可控计算量的基础上, 

可以极大地提高方法的鲁棒性。在较差初值的情况

下, 本文方法也可以获得较好的下降方向, 从根本

上解决基于高斯牛顿方法的光束法平差方法对初值

敏感的问题。 

1 基于高斯牛顿方法的光束法平差的

缺陷分析 
1.1 光束法平差模型 

光束法平差是摄影测量和计算机视觉中的黄金

定律, 其本质是关于相机姿态(ci)与三维点(pj)的最

小二乘优化问题。相机姿态包含平移矩阵  Ri 和旋

转矩阵  Ti。通过三角化方法, 可以利用一对同名点

获得一个空间中的三维路标点。在优化阶段, 需要

把空间中的三维点通过相机模型重投影到影像上 , 

形成坐标点 ˆ
ijy :  

 ˆ ( , )ij i jzy c p , (1) 

其中 , 函数  z(x)是把空间中的三维点投影成二维像

点的投影方程。此时, 可以为所有观测到的图像特

征点  yij 和图像坐标空间中的预测点 ˆ
ijy 构建重投影

误差方程:  

 ˆ
ij ij ij r y y 。 (2) 

可以将  BA 问题描述为 

  T( ) argmin ij ij ijij
f   r rX  , (3) 

其中, X 是所有未知参数的集合; Λij 是一个协方差

矩阵, 使用同一个传感器进行观测时, 我们认为误

差之间是相互独立的 , 故通常将Λ ij 作为一个对角

阵存在, 实际中通常取单位矩阵。通过对目标方程

的解算, 可以获得最终优化的结果。 

1.2 高斯牛顿方法对初值敏感的原因 
牛顿法是求解无约束优化问题最早的算法之

一, 主要思路是使用迭代点处的一阶导数和二阶导

数对目标方程进行近似, 然后将二次模型的极小点

作为新的迭代点 , 不断重复 , 达到满足的精度为
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止。对式(3)进行二阶泰勒展开:  

 
T 2

1
( ) ( ) (

2

) ( )

( )

( ),

k k k

k k k

f f g

f

    

  

X X X X X

X X X X X

 
(4)

 

其中, T( ) 2k k kf  g X J r , 这里  Jk 表示雅克比矩阵

(Jacobian matrix), 即观测方程对未知参数 X 的一阶

偏导矩阵。取 X=Xk+1, 则式(4)可改写为 

T
1 1 1

2
1 1

1
( ) ( ) ( )

2

( )(

( )

)

k k k k k k k

k k k k

f f g

f

  

 

    

  



。

X X X X X X

X X X X

 
(5)

 

 为了获得最小值点, 对式(5)右边求导, 并令一

阶导数为零。此时求解出来的 1( )k k k X X 就是

两次迭代之间的下降方向:  

 
2

T
2

,k k k k

 
    

r
J J r g

X
  (6) 

式 (6)中的
2

T
2k k





r
J J r

X
就是观测方程的海森矩阵 , 

本文中把海森矩阵的前一部分 T
k kJ J 称为低阶导数

矩阵, 后一部分
2

2




r
r

X
称为高阶导数矩阵。 

 牛顿法具有不低于二阶的收敛速度, 但是, 当

遇到  BA 问题时 , 求解海森矩阵工作量巨大 , 同时

不能保证目标函数的海森矩阵在每个迭代点处都保

持正定。为了利用牛顿法的优势, 避免不足, 出现

高斯牛顿方法等  BA 解法。在高斯牛顿方法中 , 忽

略式(6)中的高阶导数矩阵 , 使用 T
k kJ J 来代替海森

矩阵求解方程的下降方向:  

 T
k k k k J J g 。 (7) 

可以看出, 在迭代求解过程中, 缺少高阶导数

信息的高斯牛顿算法必须满足  Hessian 矩阵正定的

条件, 并且要求式(7)中雅克比矩阵必须是列满秩矩

阵 , 否则算法失效。Jacobian 矩阵是相机参数与观

测的三维特征点之间的一种表示方式, 随输入参数

的变化而变化[13]。因此, 对  Jacobian 矩阵的要求就

转化成对观测初值的要求, 当初值不好时, 优化问

题通常无法求解, 这就是高斯牛顿方法容易发散的

根本原因。 

2 基于  BFGS  修正的高斯牛顿解算方法 

针对高斯牛顿法存在的问题 , 我们结合  BFGS

算法进行修正 , 继而提出更加鲁棒的  BA 模型解算

方法。 

2.1  BFGS 算法的正定保持特点 
BFGS 是一种常用的拟牛顿方法, 如式(8)所示:  

 
T T

T
1 T T

( )k k k k k k
k k k k

k k k k k

    
A A z z

A A z
A z

 


  
, (8) 

其中, Ak+1 是  Ak 的下一次迭代, 在本文中, 二者均是

对称矩阵, δk=Xk+1  Xk是两次迭代之间的残差向量, 

ε 是一个小的正量, 我们将其设置为  1×10–6。此外, 

Zk 是雅克比矩阵的差:  

 T T
1 1( )k k k k  z J J  。 (9) 

可将 BFGS 公式可简记为 1 bfgs ( , , )k k k k  。A A z

由于该方法通过秩  2 修正, 因此在迭代求解过程中, 

对于输入的正定矩阵, 在一定的条件下, 仍能保持

正定性。下面是  BFGS 正定保持特性的证明过程。 

当  Ak 是正定矩阵且 T
k k z  , 则对于任意非零

的  x ( R )nx , 可根据式(8)得到  

 

T T
T T

1

T T
T

T

( )( )

( )( )
( ),

k k k k
k k T

k k k

k k
k k

k k

x


   



x A A x
x A x x A x

A

x z z
z

z

 
 




 

(10)

 

由于 T T T T( )k k k kx A x x A  , T T T( )k kz x x z , 则式 (10)

可简化为 
T 2 T 2

T T T
1 T T

( )
11

( )
( )k k k

k k k k
k k k k k

     ( )。
x A x z

x A x x A x z
A z




  
由于 Ak 是正定矩阵, 利用 Cuchy-Schwarz 公式进行分

解可得 

 T 2 T T( ) ( )( ),k k k k k kx A x A x A    (12) 

其中 , 等号成立的条件是存在非零实数 k , 使得

k kx  。 

式(11)可转换为 

 

T T
T T

1 T

T 2
T

T

( )( )

(
( )

)

k k k k
k k

k k k

k
k k

k k





   

 。

x A x A
x A x x A x

A

x z
z

z

 



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(13)

 

因此, 在式(12)等号成立时, 有 

 
2

T 2 T
1 T

( )
0;k k k

k k k k
k k

   
z

x A x z
z

 
 


 (14) 
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在式(12)等号不成立并严格小于时, 有 

 
T 2

T
1 T

( )
0k

k
k k

  
x z

x A x
z 

。 (15) 

上述过程证明了  BFGS 方法在  Ak 是正定矩阵且
T
k k z  条件下的正定保持特性, 这个性质可用来

改善高斯牛顿方法的缺陷。 

2.2  BFGS-GN 算法 
 当高斯牛顿方法中的近似海森矩阵 T

k kJ J 不再

正定时, 将引起迭代过程的发散, 因此对高斯牛顿

方法进行修正的目标是保证海森矩阵在迭代的过程

中始终保持正定。 

 在第一次迭代开始时 , BFGS-GN 算法首先对
T
k kJ J 进行正定性判断, 如果该矩阵正定, 则执行式

(7); 如果矩阵失去正定性, 则对近似海森矩阵进行

修正。 

 对于第一次迭代的修正方法是: 在开始求解矩

阵时, 增加阻尼项 I0:  

 T
0 0 0 0 0( )   J J I X g ,  (16) 

其中 , 0 ,I E E 为同阶的单位矩阵 , 是一个小

量, 实验中取 41 10   。 

 当完成第  k 次迭代后, 对 T
k kJ J 进行正定性判断, 

对不正定的 T
k kJ J 矩阵进行修正。本文利用对称正

定矩阵的  Cholesky 分解来进行正定矩阵的判断。在

迭代过程中, 若矩阵对称正定, 则存在一个对角元

为正数的下三角矩阵; 若矩阵不满足, 则无法实现

分解, 表明 T
k kJ J 已失去正定性。矩阵失去正定性是

由于式 (6)中高阶导数信息被忽略导致 , 因此使用

BFGS 方法来恢复迭代中式(6)的高阶导数信息。 

修 正 时先 对 T
k kz  进 行 判断 , 然 后 使用 1kA 或

|| ||k E 对高斯牛顿的近似海森矩阵进行修正 , 使

其在迭代过程中始终保持正定, 从而实现对任意情

况的初值的解算。 

 如果 T
k k z  , 则 

 T
1 1 1 1;k k k k    B J J A  (17) 

如果 T
k k z r , 则 

 T
1 1 1 || ||k k k k    。B J J E  (18) 

式(17)和(18)中, Bk+1 是新得到的海森矩阵, ||.||表示

L2 范数距离。 

修正后的通用形式的矩阵可以定义如下:  

 
T T

1 1 1
1 T

1 1

, ,

|| || ,
k k k k k

k

k k k

  


 

   
 其他。

J J A z
B

J J E




 (19) 

式(19)得到的  Bk+1 是一个精确的矩阵 , 可以更好地

模拟 Hessian 矩阵, Ak+1 是一个稠密矩阵, 通过式(8)

获得。基于 BFGS 修正的 GN 算法如下。 

  算法 BFGS-GN 
已知: 相机位姿、路标点和特征点 

1. while 误差>T, 步长<100 do 

2.   if T
k kJ J 正定 then 

3.      T
1 1 1k k k  B J J  

4.   else 

5.      if T
k k z   then 

6.         1 bfgs ( , , )k k k k A A z  

7.         T
1 1 1 1k k k k    B J J A  

8.      else 
9.       T

1 1 1 || ||k k k k   B J J E   

10.     end if 
11.   end if 

12.   1 1 1k k k   B g  

13.   k k    
14. end while 
15. return result 

由于  BA 问题涉及的矩阵维数大、计算复杂度

高, 会给稠密矩阵  Ak+1 的求解带来困难。然而, 低

阶导数矩阵 T
1 1k k J J 具有稀疏性, 其结构如图  1 所示, 

黑色方块表示矩阵在该方块内有数值, 其余无色的

区域表示矩阵在该处数值为 0。 

本文借助  Hessian 矩阵的低阶导数矩阵建立一

个滤波器, 稀疏化高阶导数矩阵  Ak+1。当低阶导数

矩阵 T
1 1k k J J 中(i, j)位置的元素为零时, 滤波器中具

有相同位置的元素也被设置为零。滤波矩阵  F i , j 

 

图 1  T
1 1k k J J 矩阵的稀疏性 

Fig. 1  Sparsity of 1 1
T
k k J J  matrix 
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可以表示如下:  

 
T

1 1 ,
, T

1 1 ,

1, ( ) 0,

0, ( ) 0
k k i j

i j
k k i j

F  

 

    。
J J

J J
 (20) 

我们将非零元素分为两类: 对角元素和非对角

元素。若将它们都保留在增益矩阵  Ak+1 中, 可以获

得更好的实验结果。因此, 通过滤波器的  Hadamard

乘法, 可以得到 Ak+1 的稀疏矩阵, 记为 1
s

kA :  

 1 , 1,
s

k i j k  A F A  (21) 

1
s

k A 具有与 T
k kJ J 矩阵相同的稀疏结构。 

使用稀疏化的 1
s

k A 矩阵替代式 (19)中的  Ak+1, 

在求解下降方向后, 可以顺利地对光束法平差问题

进行解算:  

 
T T

1 1 1
1 T

1 1

, ,

,

s
k k k k k

k

k k k

  


 

   
 其他。

J J A z
B

J J E




 (22) 

3 实验与讨论 
3.1 实验数据 

 为了验证本文提出的  BFGS-GN 方法的有效性, 

使用  4 个数据集进行实验, 将实验结果与传统的高

斯牛顿解算方法进行比较①。为了确保公平性 , 两

个算法在同样的计算平台及软件环境下编写和运

行: MATLAB-2016b 和华硕  3.4 GHz Windows 系统, 

对参数进行同样的初始化操作。采用同样的标准进

行限制: 最大迭代次数  100 次。 

测试  4 个数据集由高质量摄像机拍摄的近景及

航空摄影测量图像组成。表  1 列出数据集的整体参

数, 包含数据类型、图像大小、影像张数、投影点

数量和  3D 点的个数等信息。第  1 个数据集是使用

Cannon 相机在  350 m 的高度拍摄的  63 幅野外图像, 

产生  4961 个  3D 点和  23150 个投影点。第  2 个数据

集是将专业的光度测量摄像机  DMC 安装在  1000 m

米高的机载结构上, 拍摄的  90 幅航拍图像和  37705

个投影。第  3 个数据集是近景数据集, 图像来自公

共机器人数据集合, 其中的  51652 个投影使用开源

软件  L2SIFT 提取。第  4 个数据集是从无人机(UAV)

平台上采集的  468 幅分辨率为  5616×3744 的大学校

园图像。 

提取高质量的图像投影点后, 使用基于相对姿

态估计的算法, 计算两个相邻摄像机之间的相对姿

态。在获得两个相邻摄像机的所有相对姿态后, 通

过将相对姿态转换为第一摄像头坐标的方式, 将本

地坐标参考系中的相机姿态初始化。然后, 通过交

点 算 法 实 现  3D 点 的 初 始化 。 将 每 个数 据 集 整理

为  4 个  txt 文件, 分别是相机的内参文件、每张影像

的位姿信息、每张影像的特征点文件和特征点对应

的空间路标点文件。最后, 将摄像机姿态和路标点

位置输入基于高斯牛顿法的光束法平差方法和基

于  BFGS 修正的高斯牛顿方法中。统一使用优化参

数计算得到的预测点和真实点间的均方误差(MSE)

来衡量算法的准确性。 

3.2 实验结果与讨论 
 实验结果分为两种情况。如图  2 所示, 对于数

据集  DunHuan 和  Village, 高斯牛顿方法 (GN)和本

文提出的基于  BFGS 修正的高斯牛顿方法 (BFGS-

GN)具有相同的收敛精度和收敛速度。本文方法在

中间迭代点处下降更快速(图  2(a)), 图  2(b)中两种方

法取得相同的收敛效果。说明在数据集初值较好的

情况下 , 两种方法均能很好地模拟真实  Hessian 矩

阵, 达到较好的收敛效果。 

如图  3 所示, 对于数据集  Magala 和  College, 使

用高斯牛顿方法优化相机姿态和  3D 点坐标时, 迭

代过程经过振荡后, 最终的结果出现发散。BFGS-

GN 方法仍然可以将数据优化到较高的精度。从图

3 可以看出 ,  高斯牛顿方法出现发散的原因在于 ,  

表 1  测试数据集的整体参数 
Table 1  Overall parameters of the test datasets 

数据集 数据类型 图像大小 影像/张 投影点/个 3D 路标点/个 

DunHuan 航空 5616×3744 63   23150 4961 

Village 航空   7680×13824 90   37705 6231 

Malaga 近景                     1024×768 170   51652 8805 

College 航空                     5616×3744 468   66031 8258 

  

① 代码地址: https://github.com/shzhao/BFGS-GN。 
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图 2  Dunhuan 和  Village 数据集收敛情况 
Fig. 2  Situation of convergence on Dunhuan and Village datasets 

 

图 3  Magala 和  College 数据集收敛情况 
Fig. 3  Situation of convergence on Magala and College datasets 

数据集的初始值距离真实值较远, 所以高斯牛顿方

法 中 的 近 似  Hessian 矩 阵 不 能 很 好 地 表 示 真 实 的

Hessian 矩阵 , 并且在优化的过程中失去正定性。

BFGS-GN 方法通过对高斯牛顿的目标方程进行修

正, 可以更加准确地逼近真实  Hessian 矩阵, 并且始

终有能力使矩阵在迭代过程中保持正定特性。对于

Malaga 数 据 集 , BFGS-GN 方 法 可 以 收 敛 到  0.512; 

对于  College 数据集 , 仅需  7 步就能使  MSE 收敛到

0.352。 

测试数据集的初始误差、迭代次数和最终收敛

精度如表  2 所示 , 其中的第  3 和第  4 列分别表示使

用初始未知参数计算的均方误差和使用最优参数计

算的收敛后的均方误差 , 以像素作为统一的单位。

此外, 我们还记录了迭代次数。 

从整体上看, 与基于高斯牛顿的光束法平差方

法相比, 对于初值较好的数据, BFGS-GN 方法具有 

表 2  高斯牛顿和 BFGS-GN 优化的收敛结果 
Table 2  Convergent results using Gauss-Newton and BFGS-GN solutions 

             数据集                       算法 初始 MSE/Pixels 最终 MSE/Pixels 迭代次数 

DunHuan 
高斯牛顿法 

BFGS-GN 
1505851.9 

0.465 
0.465 

9 
9 

Village 
高斯牛顿法 

BFGS-GN 
441845.2 

0.132 
0.132 

6 
6 

Malaga 
高斯牛顿法 

BFGS-GN 
76805.0 

发散 

0.512 

— 

100 

College 
高斯牛顿法 

BFGS-GN 
175.3 

发散 

0.325 

— 

7 
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不弱于高斯牛顿的迭代效率和收敛精度。对于拥有

较差初值的数据 , BFGS-GN 方法可以顺利地收敛 , 

解决了基于高斯牛顿的光束法平差方法因对初值敏

感而应用场景受限的问题。 

4 结语 

高斯牛顿法是光束法平差中的重要方法, 因收

敛精度高和超线性收敛速度而得到广泛应用。但

是, 高斯牛顿法由于理论上的缺陷, 使得其对相机

姿态和空间路标点的初始值具有较高要求, 当初始

值远离真值时 , 算法极容易发散 , 丧失优化功能。

本文通过对高斯牛顿方法初值敏感原因进行探索 , 

提出基于  BFGS 算法修正的高斯牛顿方法 (BFGS-

GN 方法)。在每次迭代前, BFGS-GN 方法会对高斯

牛顿信息矩阵的正定性进行判断, 在不满足正定规

则时, 对高斯牛顿的目标方程进行修正。 

实验结果表明, 对于高斯牛顿法不能实现收敛

的数据集, BFGS-GN 算法可以正常地收敛, 并获得

较高收敛精度; 对于高斯牛顿法可以收敛的数据集, 

BFGS-GN 算法同样可以获得相同的精度和迭代效

率。因此, 本文提出的方法可以很好地解决高斯牛

顿方法对于初值敏感的问题, 在保证收敛精度的前

提下 , 可以增加算法的鲁棒性 , 有效地拓展应用

场景。  
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