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摘要  在不考虑映射的连续性和锥的正规性条件下, 得到赋值 Banach代数的锥度量空间中 c -距离意义下压

缩型映射不动点的存在性和唯一性定理, 在很大程度上改进和补充了前人的结果, 并举例验证了得到的结

论。另外, 通过解决一个初等方程解的存在性和唯一性问题, 说明了所得结果的一个重要应用。 

关键词  赋值Banach代数的锥度量空间; c -距离; 连续性; 正规性; 不动点 

中图分类号  O177 

Fixed Point Theorems under c -Distance in Cone Metric Spaces  
over Banach Algebras 

HUANG Huaping, DENG Guantie† 
Laboratory of Mathematics and Complex Systems (MOE), School of Mathematical Sciences,  

Beijing Normal University, Beijing 100875; † Corresponding author, E-mail: denggt@bnu.edu.cn 

Abstract  The authors obtain several theorems of the existence and uniqueness of fixed point for contractive 

mappings under c-distance in cone metric spaces over Banach algebras without the assumptions of normality of 

cones and the continuity of mappings. The results greatly improve and complement some previous results. 

Moreover, a supportive example to illustrate the main assertions is also given. Otherwise, by solving the problem 

of existence and uniqueness for an elementary equation, a significant application for the obtained results is 

presented.  
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度量空间在理论与应用上都有很大的价值。例

如, 建立在度量空间上的不动点理论就是应用的典

范。然而, 随着科技的进步, 仅有度量空间的理论, 

已经远远不能满足人们应用数学去解决生产技术中

疑难问题的需求。于是有研究者试图将度量空间进

行各种推广, 例如拟度量空间[1]、b-度量空间[2]
 (或称

度 量 型 空 间 [3])、 有 序 度 量 空 间 [4]、 复 值 度 量 空

间 [5]、G-度量空间 [6]、偏度量空间 [7]以及锥度量空

间[8]等, 其中最有名的空间之一是Huang等[8]2007年

提出的锥度量空间, 它是向量版本的度量空间, 一

个显著特点是距离函数, 即锥距离的值域并非通常

的实数域 , 而是Banach空间。Cho等 [9]在锥度量空

间中嵌套一个距离函数, 即 c -距离, 大大地推广了

锥距离, 使其具有较大的应用价值。随后, 学者们

得 到 大量 与 c -距 离 有关 的不 动 点定 理 [1011]。 Liu  

等 [12]把锥距离的值域Banach空间扩展到 Banach代

数上, 并引进赋值Banach代数的锥度量空间, 也得

到该空间上的一些不动点定理。Huang等[13]介绍了

赋值Banach代数的锥度量空间上的 c -距离, 并得到

与 c -距离有关的几个不动点定理。 

本文也得到赋值Banach代数的锥度量空间中 

c-距离下的不动点定理。与前人结果不同的是, 本
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文的结果有多方面的改进。第一, 前人的结果通常

离不开两个重要条件: 一是映射的连续性, 二是锥

的正规性。由于这些条件的限制, 使所得结果的应

用很不方便。本文的主要结果是去掉了这两个条

件, 使得定理的应用变的容易。第二, 本文删除了

前人结果中范数所满足的条件, 使得定理条件大大

简化。第三, 本文不仅得到 c -距离下不动点的存在

性, 还得到不动点的唯一性。前人的研究大多只得

到 c -距离下不动点的存在性, 关于其不动点的唯一

性几乎没有涉及。另外, 我们通过一个例子, 验证

了所得到的结果, 并给出所得结果在方程解的存在

性和唯一性方面的一个应用。 

1  定义和引理 

定义1 [12]   设 为Banach代数 ,  和 e 分别为

 的零元和单位元 , P 为  的一个非空闭子集 , 
 为非负实数集。若满足 

1) { , }e P  ,  

2) , P P P        ,  

3) 
2P PP P  ,  

4) ( ) { },P P    

则称 P 为中的一个锥, 称满足条件 int P  的锥

为体锥。 int P 表示 P 的全体内点所组成的集合。设

, ,x y  规 定 x y y x P   , x y y x  
int ,P  此处 和  都称为 中的偏序。若存在常

数 0K  , 使得 

x y x K y       , 

则称 P 为 中的正规锥 , 称满足上式最小的 K 为

P 的正规常数。 

下文如无特殊说明 , 记  为自然数集 ,  为

Banach 代数 , P 为 中的体锥 , , e 分别为  的

零元和单位元, ( )k 为 k 的谱半径,  和 都

为中的偏序。 

定义  2 [12]  设 X 为非空集, 若映射 :d X X 

满足 

1) ( , ) ( , ), ( , )d x y x y X d x y x y      ,  

2) ( , ) ( , ) ( , )d x y d y x x y X   ,   

3) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ),d x y d x z d z y x y z X    

则称 d 为 X 上的锥度量 , 称 ( , )X d 为赋值  Banach

代数的锥度量空间。 

注  1 [8]   在定义2 中, 若取 =E ( E 为 Banach

空间), 则称 ( , )X d 为锥度量空间。 

定义  3 [8]   设 ( , )X d 为赋值  Banach 代数  的

锥度量空间, { }nx X , x∈X。 

1) 若 ,c    存 在 ,N   使 得 当 n N 时 , 

都有 ( , ) ,nd x x c  则称 { }nx 收敛到 ,x  记为 lim nn
x




,x  或 ( )nx x n  , 此时称 x 为 { }nx 的极限。 

2) 若 ,c    存 在 ,N   使 得 当 n N 时 , 

都有 ( , ) ,n md x x c  则称 { }nx 为 X 中的 Cauchy 列。 

3) 若 X 中的每个 Cauchy 列都在 X 中收敛, 则

称 ( , )X d 是完备的。 

定义 4 [13]  设 ( , )X d 为赋值 Banach 代数  的锥

度量空间, { }ny 为 X 中的点列, :q X X 为映

射, 若满足下列条件: 

1) ( , ) ( , ),q x y x y X    

2) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ),q x y q x z q z y x y z X  �  

3) 若 ,x X   都存在 ,xu u P   使得 ( , )nq x y

,u  且 ( ),ny y X n    则 ( , )q x y u ,  

4) 若 ,c    都 存 在 ,u   使 得 ( , )q z x u
和 ( , ) ,q z y u  则 ( , ) ,d x y c   

则称 q 为 X 上的 c -距离。 

注 2 [9]  一般地, ( , ) ( , ) ( , ),q x y q y x x y X  ( , )q x x

( )x X  。 

例  1 [13]  设 [0,1],C  其 范 数 定 义 为 x  

[0,1]
max | ( ) |,
t

x t


 则 { : ( ) 0,P x x t   [0,1]}t 为 正 规

锥。令 [0, ),X    :d X X  为 ( , ) |td x y e x

|,y  则 ( , )X d 为赋值  Banach 代数  的锥度量空

间。令 :q X X 为 ( , ) ( ),tq x y e x y   则 q 为 c -

距离。 

引理  1 [9]  设 ( , )X d 为赋值 Banach 代数的锥

度量空间, q 为 X 上的 c -距离, { }nx X 。若存在

{ } ,nu    使得当 m n 时, 有 ( , )n m nq x x u � (n  

), 则 { }nx 是 Cauchy 列。 

引理  2 [9]   设 ( , )X d 为赋值  Banach 代数  的

锥度量空间, q 为 X 上的 c -距离, { }nx , ,X y z 
X 。 若 存 在 , ,n nu v   使 得 ( , ) (n nq x y u n �

), ( , )n nq x z v � ( ),n  则 y z 。 

引理 3 [14]   设为带有单位元 e 的 Banach 代数, 

则
1

( ) lim n n

n
k k


   为 k 的 谱 半 径 。 如 果 ( )k  

<1, 那么 e k 可逆, 并且 1

0

( ) ,n

n

e k k






   还有 

 1 1
( )

1 ( )
e k

k



 


。 

引理  4  设 P 为锥 , ,k P  且 ( ) 1k  , 则 nk
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( )n  。 

证明   由引理3, 有
1

( ) lim 1n n

n
k k


   , 于是

存 在 0,   适 合
1

lim n n

n
k 


  1 。 取 n 足 够 大 , 

使得
1

n nk   , 故 0 ( ),n nk n      从而 nk

 ( )n   。 

引理  5 [14]   设为带有单位元 e 的 Banach 代

数, ,u v且 ,u v 可交换, 则 

( ) ( ) ( )uv u v   。 

2  主要结果 

定理  1  设 ( , )X d 为 完 备 的 赋值  Banach 代 数

 的锥度量空间 , P 为  中的锥 , q 为 X 上的 c -

距离, :T X X 为映射。若满足 

 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )q Tx Ty k q x y k q x Tx k q x Ty      

  ( , ),x y X   (1) 

其中 ( 1, 2,3),ik P i   使得 3k 与 1 2k k 可交换 , 且

3 1 2 3( ) ( ) 1k k k k     , 则 T 在 X 中有唯一的不动

点 x , 且任意的迭代点列 { } ( )nT x x X 都收敛到 x , 

并且还有 ( , )q x x    。 

证明  分三步证明。 

第 1 步: 先证明不动点的存在性。 

0 ,x X   做 Picard 迭代序列 1n nx Tx  。若存

在 0 ,n   使得
0 01 ,n nx x   则

0nTx
0 1nx 

0
,nx  从而

0nx 是 T 的一个不动点, 结论成立。 

下面假设 1 ( )n nx x n    。由式(1)有 

1 2 1( , ) ( , )n n n nq x x q Tx Tx    

1 1 2 3 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nk q x x k q x Tx k q x Tx     

1 1 2 1 3 2( , ) ( , ) ( , )n n n n n nk q x x k q x x k q x x      

    1 2 3 1 3 1 2( ) ( , ) ( , ),n n n nk k k q x x k q x x      

从而 

 3 1 2 1 2 3 1( ) ( , ) ( ) ( , )n n n ne k q x x k k k q x x     。 (2)                   

由 3 1 2 3( ) ( ) 1k k k k     得到 3( ) 1k  。遂由引理

3得到 3e k 可逆, 再由式(2)得到 

 1
1 2 3 1 2 3 1( , ) ( ) ( ) ( , )n n n nq x x e k k k k q x x

     。 (3)                   

令 1
3 1 2 3( ) ( ),h e k k k k     则由式(3)可得 

 2
1 1 2 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nq x x hq x x h q x x      

 0 1( , )nh q x x  。            (4) 

由 于 3k 与 1 2k k 可 交 换 , 即 3 1 2( )k k k  1(k 

2 3) ,k k  则由引理3有 

1
3 1 2 3 3 1 2 3

0

( ) ( ) ( )n

n

e k k k k k k k k






 
      

 
  

     1
3 1 2 3 1 2 3 3 3

0 0 0 0

= ( ) ( )n n n n

n n n n

k k k k k k k k k
   



   

         

1
1 2 3 3 1 2 3 3

0

( + ) ( + )( ) ,n

n

k k k k k k k e k






      

从而 1
3( )e k  与 1 2 3k k k  可交换。再由引理3和引

理  5 可得 

 1
3 1 2 3( ) ( ) ( )h e k k k k       

 1
3 1 2 3( ) ( )e k k k k      

1 2 3

3

( )

1 ( )

k k k

k



 




 

1 。          (5)  

,m n   由式(4)和(5)以及引理3有 

 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n m n n n n m mq x x q x x q x x q x x       

1 1
0 1 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , )n n mh q x x h q x x h q x x   

 
1

0 1( ) ( , )n m nh e h h q x x      

1
0 1( ) ( , )nh e h q x x 。       (6)  

再由式(5)和引理4可得 ( ),nh n    从而 nh 
0 ( ),n   所以 

 1 1
0 1 0 1( ) ( , ) ( ) ( , )n nh e h q x x h e h q x x           

           0 ( )n  。 (7) 

于是, 由式(6)和(7)可得 

 1
0 1( , ) ( ) ( , ) ( )n

n mq x x h e h q x x n    。 (8) 

因此, 由引理 1 得到{ }nx 是 Cauchy 列。由于 ( , )X d  

是完备的 ,  故存在 ,x X   使得 nx  ( )x n   。 

现在式(8)中让 ,m   由定义4的条件3, 得到 

 1
0 1( , ) ( ) ( , ) ( )n

nq x x h e h q x x n     。 (9)            
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由式(1)可得 

( , )nq x Tx  

1( , )nq Tx Tx


1 1 2 1 1 3 1( , ) ( , ) ( , )n n n nk q x x k q x Tx k q x Tx 
      

1 1 2 1 3 1 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ),n n n n n nk q x x k q x x k q x x k q x Tx 
    

 

导出 

 3 1 1 2 3 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )n n n ne k q x Tx k q x x k k q x x 
    。 

(10)                    

注意到 3e k 是可逆的, 故由式(6), (9)和(10)可得 

1
3 1 1( , ) ( ) ( , )n nq x Tx e k k q x x  

   

1
3 2 3 1( ) ( ) ( , )n ne k k k q x x

   

1 1 1
3 1 0 1( ) ( ) ( , )ne k k h e h q x x      

1 1 1
3 2 3 0 1( ) ( ) ( ) ( , )ne k k k h e h q x x      

1 1
3 1 3 2 3( ) ( ) ( )e k k e k k k          

1 1
0 1( ) ( , )nh e h q x x  。 (11) 

又 0 ( ),nh n    然后 

 1 1 1 1
3 1 3 2 3 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )ne k k e k k k h e h q x x           

1 1
3 1 3 2 3( ) ( ) ( )e k k e k k k          

 1 1
0 1( ) ( , ) 0 ( )nh e h q x x n    。 (12)           

联立式(11)和(12)得到 

1 1
3 1 3 2 3( , ) ( ) ( ) ( )nq x Tx e k k e k k k          

     1 1
0 1( ) ( , ) ( )nh e h q x x n     。 (13) 

再结合式(9)和(13), 并利用引理2得到 x Tx  , 即

x 是 T 的一个不动点。 

第 2 步: 证明 ( , )q x x    。 

由式(1)可得 

( , ) ( , )q x x q Tx Tx     

   1 2 3( , ) ( , ) ( , )k q x x k q x Tx k q x Tx        

1 2 3( ) ( , )k k k q x x     

  

 1 2 3( ) ( , )nk k k q x x   。 (14) 

因为 3 1 2 3( ) ( ) 1k k k k     , 得到 1 2 3( + )k k k   1,  

再由引理 4 可得 1 2 3( + )nk k k ( )n  。再根据

式(14), 得到 ( , )q x x    。 

第 3 步: 证明唯一性。 

假设 T 存在另外一个不动点 ,y X   即 Ty 

,y  则由式(1)和 ( , )q x x    可得 

( , ) ( , )q x y q Tx Ty     

1 2 3( , ) ( , ) ( , )k q x y k q x Tx k q x Ty        

1 3( ) ( , )k k q x y    

1 2 3( ) ( , )k k k q x y   。   (15)            

与式 (14)的处理过程类似 , 由式 (15)易得 ( , )q x y 

 。 

在上述过程中, 已经得到 ( , )q x x    和 ( , )q x y 

 , 因 此 ,c    存 在 ,u c    使 得 ( , )q x x 

 u 和 ( , )q x y u   。 再 由 定 义 4 的 条 件 4, 得 到

( , )d x y  c 。 由 c 的 任 意 性 , 取 0 ,c   使 得

0( , ) ( ),
c

d x y n
n

     从 而 0 ( , ) int
c

d x y P
n

   

P 。因为 0c

n
( , ) ( , )d x y d x y      ( ),n   而 P

为 闭 集 , 故 ( , )d x y P   。 又 ( , ) ,d x y P    所 以

( , ) ,d x y     即 x y  。 

推论  1  设 ( , )X d 为完备的赋值  Banach 代数

 的锥度量空间 , P 为  中的锥 , q 为 X 上的 c -

距离, :T X X 为映射。若满足 

( , ) ( , ) ( , ),q Tx Ty kq x y x y X   

其中 ,k P  使得 ( ) 1k  , 则 T 在 X 中有唯一的不

动点 x , 且任意的迭代点列 { }nT x ( )x X 都收敛到

x , 并且还有 ( , )q x x    。 

证明  在 定 理 1 中 令 1 2 3, ,k k k k     即 得 

结论。 

推论  2  设 ( , )X d 为完备的锥度量空间 , q 为

X 上的 c -距离, :T X X 为映射。若满足 

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )q Tx Ty k q x y k q x Tx k q x Ty   

( , )x y X  , 

其中 0 ( 1,  2,  3)ik i  为实常数 , 且 1 2 32 1k k k   , 

则 T 在 X 中有唯一的不动点 x , 且任意的迭代点列

{ } ( )nT x x X 都收敛到 x , 并且还有 ( , )q x x    。 
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证明  在定理 1 中取   ( 1, 2, 3)ik i  为实常数即可。 

推论3  设 ( , )X d 为完备的锥度量空间 , q 为

X 上的 c -距离, :T X X 为映射。若满足 

( , ) ( , ) ( , ),q Tx Ty kq x y x y X   

其中 0 1k  为实常数。则 T 在 X 中有唯一的不动

点 x , 且任意迭代点列 { } ( )nT x x X 都收敛到 x , 

并且还有 ( , )q x x    。 

证明  在推论 2 中取 1 2 3, 0k k k k   即可。 

注 3  设在定理  1 中压缩条件(式(1))已经带有

普遍意义, 若把它变为更一般的压缩条件, 例如变为

1 2 3 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )q Tx Ty k q x y k q x Tx k q y Ty k q x Ty  
5 ( , )k q y Tx ( , ),x y X   由于 ( , )q x y 没有对称性, 故

即使改变系数所满足的条件, 该定理证明起来也相

当复杂, 因此它不在本文的考虑范围之内。 

注  4  定理1和推论1~3改进了文献[9–11]的主

要结果。事实上, 我们的结果不仅得到不动点的存

在性 , 而且得到不动点的唯一性。文献[9–11]的结

果仅得到不动点的存在性, 没有得到不动点的唯一

性。我们的结果没有涉及锥的正规性和映射的连续

性 , 而文献[9–11]的结果强烈依赖于这两个条件。

另外, 我们的结果没有考虑与范数有关的条件, 而

文献[9–11]的结果都离不开这个条件。这些说明我

们的结果是前人结果的补充和改进。例2说明了这

一点。 

例  2  设  
1 [0, 1],C   其范数为 x x       

( ),x x     并且规定乘法为通常的乘法, 则  

为 带 有 单 位 元 1e  的  Banach 代 数 。 令  P= {x     

:x=x(t)≥0, t∈[0, 1]}, 则 P 为中的非正规锥[15]。令

{0,1, 2},X   定义 ( , )( ) | | ( , ),td x y t x y e x y X    则

( , )X d 为完 备的赋值 Banach 代数  的 锥度量 空

间。定义 q(x, y)(t)=yet (x, y∈X), 则 q 为 c-距离。

事 实 上 , 只 需 要 证 明 定 义 4 的 条 件  4 。 因 为

( , )( ) | | ( ) ( , ) ( , )( , ,t td x y t x y e x y e q z x q z y x y      

),z X  再取
2

c
u  即可。做映射 :T X X 满足 0T  

1 0,T  2 1,T  则 T 为 不 连 续 映 射 。 做 函 数 1k 

1( ),k t 2 2 ( )k k t 和 3 3 ( ),k k t  使 其 满 足 1

1
( ) 1,

2
k t 

2 ( ) 0k t  和 3 ( ) 0,k t   其中 0 1t  , 则定理  1 的所有

条 件 都 满 足 。 由 定 理 1可 得 到 T 有 唯 一 的 不 动 点

0,x   且 ( , ) 0q x x   。 

最后, 利用我们的结果解决下列初等方程解的

存在性和唯一性问题: 

 
2

,

arctan | | sin ,

xx e

y e y x





 


 
   

 

 (16)            

其中 0  是一个常数。 

定理2  方程 (16)在 [ , ] ( , )     内有 唯 一

的解, 其中 ,  都为常数, ,  0    。 

证明  设 2 ,   任取 1 2 1 2( , ), ( , )a a a b b b  

,  定义范数为 1 2 1( , ) | |a a a  2| |,a  定义乘法为 

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1( , )( , ) ( , )ab a a b b a b a b a b   。 

令 1 2 1 2[ , ] ( , ), {( , ) : , 0},X P a a a a         

任取 1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y  ,X  定义两个映射 , :q d

X X  为 1 1 2 2( , ) ( , ) (| |, | |),q x y d x y x y x y     

则 ( , )X d 为完备的赋值  Banach 代数的锥度量空

间, q 为 X 上的 c -距离, 且  有单位元 (1, 0)e  。定

义映射 

1 2
1 2 2 1( , ) , arctan( | |) sin ,xTx T x x e e x x


 

    
 

 

对任意的 , ,x y X  由微分中值定理可得到, 存在介

于 1x 和 1y 之间的数 1 并存在介于 2x 和 2y 之间的数

2 , 使得 

1 2 1 2( , ) ( ( , ), ( , ))q Tx Ty q T x x T y y  

1 1 2
2| |, arctan | |x ye e e x


  

  
       

 

2
2 1 1arctan | | sin sine y x y

  
       

 

1

1 1 2 2 1 1
22

2

1
| |, | | | |

1 ( | |)

e
x y x y x y

e
e



 



 
     
   

  

 1 1 2 2( ,1)(| |, | |)e x y x y     

( ,1) ( , )e q x y  。 

取   1 2 3( , 1), (0, 0),k e k k    则 1( ) 1,k e    于

是定理1的所有条件都满足。故由定理1, T 在 X 中

有唯一的不动点, 亦即方程(16)在 [ , ]   ( , ) 

内有唯一的解。 
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