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摘要  研究工程结构因构件屈曲和材料软化导致的稳定性问题, 就需要追踪结构的平衡路径。当采用非线性

有限元进行分析时, 传统的牛顿迭代法会在极值点和分叉点处失效, 而弧长延拓方法能很好地解决这一数值

计算难题。针对结构稳定性非线性有限元分析程序的编制, 给出弧长延拓算法牛顿迭代的标准格式和两种实

用的迭代格式, 并讨论它们之间的关系。通过一个边坡稳定性的有限元分析, 验证了实用迭代格式的有效性。 
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Abstract  Stability analysis of engineering structures requires tracing equilibrium path of the structure when 

member’s buckling or material softening occurs. In nonlinear finite element analysis, the traditional Newton 

method fails at limit point and bifurcation point. The arc-length continuation method can overcome these numerical 

difficulties. To develop a nonlinear finite element code for stability analysis, the standard iteration formulation of 

Newton method is presented for the arc-length continuation method. Two practical formulations of the arc-length 

continuation method and their relationships with the standard form are also discussed. The applicability of the 

practical formulation is examined by the finite element analysis of stability for a slope. 
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在结构非线性分析中, 结构平衡路径曲线上存

在两种类型的临界点: 极值点和分叉点, 二者往往

分 别 对 应 于 结 构 的 极 值 点 型 失 稳 和 分 叉 点 型 失   

稳[1]。当运用有限元分析方法研究结构和连续体的

非线性性质时, 应该追踪平衡路径, 进行增量计算, 

并识别极值点和分叉点, 这就需要使用延拓算法去

求解非线性方程组[2]。 

非线性有限元分析中的荷载增量法, 采用的是

荷载控制的  Newton 方法 , 其中包含延拓方法的思

想。在平衡路径的极限点(力的转向点)附近, 切线

刚度矩阵趋于奇异, 计算分析的稳定性和收敛性相

当差, 以至无法进行, 于是引入位移控制技术。在

位移转向点附近, 位移控制方法亦失效, 为此 Sabir

等 [3]采用荷载控制和位移控制相互转换的控制技

术。然而 , 数值稳定、计算效率更高的方法还是

Riks[4]和  Wempner[5]建议的弧长法。该方法能够同

时控制结构的变形与荷载, 使分析沿着结构的平衡

路径顺利进行。经 Crisfield[6]和 Ramm[7]的改进, 弧

长延拓方法已成为结构非线性分析中平衡路径追踪

最主要的算法。 
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弧长延拓方法初期主要用于弹性结构的大变形

和稳定性分析 [8–12], 近年来开始应用于软化材料三

维连续体稳定性的有限元分析 [1,13–16]。弧长延拓算

法的编程实现往往要根据原有非线性有限元程序的

特点 , 采用不同的  Newton 迭代格式。本文研究弧

长延拓方法 Newton 迭代的标准格式和两种编程实

现的实用格式, 并分析它们之间的关系。 

1  有限元系统的非线性方程组 

由虚功原理导出的有限元系统的平衡方程
[17]

如下: 
 ( ) ( )   0ψ σ P σ R , (1) 

 T( ) dT
e

e
c V  P σ B σ , (2) 

 T T T Td de e
e Se

V S   R c N p c N q 。 (3) 

其中, ( )P σ 和 R 分别是物体应力矢量 σ 和载荷矢量

p , q 的等效节点力; N 和
e

c 分别是有限单元的形

函数和选择矩阵; B 是单元应变和节点位移之间的

转换矩阵; ( )  0ψ σ 表示物体应力和外载处于平衡

状态 ; ( )  0ψ σ 表示物体处于不平衡 (失衡 )状态 , 

将 ( ) ( )  ψ σ R P σ 称为失衡力矢量。 

设有限元系统的自由度总数为 N , 则系统节点

位移矢量 a 是 N 维矢量:  

 T

1 2
[ , , ..., ]

N
a a aa 。 (4) 

等效节点力 ( )P σ 和 R 也是 N 维矢量 , 如果将

式 (1)和(2)中应力 σ 用应变 ε 表示 , 进而用位移表

示, 可得到以位移 a 为变量的平衡方程:  

 ( ) ( )   0ψ a P a R 。 (5) 

等效节点力  P()与应力   之间是线性关系。

在线弹 性材料情况 下 , P(a)与  a 之间也是线性 关

系。对于弹塑性材料 , 应力是应变的非线性函数 , 

也是位移的非线性函数。于是 , ( )P a 是 a 的非线

性函数, 也就是说, 式(5)是非线性方程组。 

2  早期的延拓算法——载荷增量法 

方程式 (5)是以全量形式给出的 , 通常需要用

Newton 迭代算法进行数值求解。Newton 迭代具有

局部收敛性的特征, 要求迭代给定的位移初值 0a 离

真解较近, 才能保证迭代解序列收敛到真解。当选

择接近真解的初值难以做到时, 往往采用下面的延

拓方法[2]来处理。 

引入载荷参数  , 并嵌入式(5)中, 得到含参数

 的平衡方程组:  

 ( , ) ( )    0ψ a P a R 。 (6) 

通常参数  是事先指定的, 并且逐渐增大, 将其离

散为 

 0 1 2 1

1

0 ... ... 1,m m M

m m m

     
   





        
     。

 (7) 

其 中 , m 为 施 加 的 载 荷 步 数 , 为 载 荷 参 数 的   

增量。 

随 着  的 增 加 , 逐 步 对 每 个 增 量  求 解 在

1m 下的节点位移
1ma , 称为求解式(6)的载荷增量

法。在每一增量步内, 采用 Newton 迭代格式, 其

初值取为前一增量步的解
m

a 。只要增量步足够小, 

就会满足局部收敛性条件。式(6)的 Jacobi 矩阵(即

系统的切线刚度矩阵)和 Newton 迭代公式分别为 

 T T
ep de e

e
V


 
  
ψJ c B D B c
a

, (8) 

  
0

1 1

,

( )n n n
m

 

 

     

0
。

a
a a J ψ a a

 (9) 

其中, Dep 是弹塑性本构矩阵。 

对于  Jacobi 矩阵是非奇异(detJ ≠ 0)的情况, 在

增量步内迭代可以收敛到真解  am+1。当  m = M,   

M = 1 时, 就得到原方程组式(5)的解。这种引入载

荷因子, 用增量方法求解非线性方程组的思想 , 

就是延拓方法的思想 , 载荷增量法是早期的(或经

典的)延拓方法。 

3  弧长延拓算法 

对于某些强非线性问题, 例如金属结构大变形

引起曲屈和突跳以及材料软化引起岩土结构的不稳

定 [1,8,18], 载荷参数  不再是单调的 , 式 (7)不再成

立 。 同 时 , 在 载 荷 参 数  转 向 点 附 近 , 式 (6) 的

Jacobi 矩阵 J 可能是奇异或病态的。这种情况下 , 

采用载荷增量法求解式(6)将会失效。 

弧长延拓算法 [4–5]不再将载荷参数  视为事前

已知和单调增加的参数, 而是将它视为与位移分量

同样待定的未知变量。于是 , 式(6)成为含 1N  个

未知变量( a 和  )的 N 个方程。为此需要引进一个

辅助参数 s (通常是 1N  维空间解曲线的弧长), 并
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增加一个与位移矢量 a、荷载参数  和弧长 s 关联

的约束方程  

 ( , , ) = 0,B λ sa  (10) 

才能对问题求解。于是, 问题变为求解(N + 1)个变

量的(N + 1) 阶方程组:  

 * ( , )
( , , )

( , , )
s

B s





 

  
 

0
ψ a

ψ a
a

。 (11) 

辅助参数  s 可选用  N + 1 维空间中解曲线  a(s) 

和(s)的弧长。弧长微分的平方为 

 2 T 2(d ) d d (d )s  a a , (12) 

弧长参数 s 是单调上升的, 将其离散化为 

 0 1 1 1

1

0= ,m m M

m m m

s s s s s s

s s s s




      
    

 
。

 (13) 

然后, 按弧长增量 s 逐步地对方程组增量求解。 

弧长延拓算法的核心问题是构建具体的约束

方程式(10)。约束方程可以采用各种不同的形式。

Riks[19] 和  Belytschko 等 [20] 在 每 个 弧 长 步 内 采 用 的 

方程为 

 T 2 2( , , ) ( ) ( ) 0B s s        a a a , (14) 

其中 , s 是在位移荷载(N + 1)维空间中给定的弧

长增量。 

 式 (14)是 式 (12)的 有 限 增 量 表 述 形 式 。 这 时 , 

扩展后的方程组式(11)的 Jacobi 矩阵为 

 *
T2 2 

 
    

J R
J

a
。  (15) 

显然, 矩阵 *J 不总是正则的。在使用 Newton

迭 代 算 法 时 , 迭 代 初 值 总 是 取 0 0, 0   0a
( 0 0

1 1,m m m m   a a ), 相应的 J 
*是奇异的。 

Crisfield[6] 给 出 对 位 移 的 控 制 要 求 aTa=  
(s)2, 从而写出如式(10)的约束方程:  

 T 2( , , ) ( ) 0B s s      a a a 。 (16) 

式(16)是一个球形路径控制的约束方程。为避

免方程组式(11)的 Jacobi 矩阵失去对称性, 需要先

导 出 求 解  的 二 次 代 数 方 程 , 求 出后 再 求 解

a。在建立二次代数方程时, 方程式的系数含 J 1。 

武际可等[8]通过位移–荷载参数(N+1)维空间内

解曲线的单位切向矢量 来建立约束方程。首先 , 

构造一个(N+1)维矢量:  

 T
1 2 1( , ) [ , , , , ]N Nv v v v  v a ,  (17) 

1 2

ˆ
( 1) det ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,i

i
i N

v
a a a a 

     
        

 ψ ψ ψ ψ ψ
 

(18) 

式中, “^”表示划去该列。 

 矢量 ( , )v a 是 N+1 维空间中解曲线 a(s)和(s)

的切向矢量, 而解曲线的单位切向矢量为 

 ( , )
|| ||

 
vτ a
v

,  (19) 

式中, ||v||代表矢量 v 的模。 

对第 m 个弧长步s, 约束方程为 

 T, , ( ) 0
( )

( )
( )
s

B s s s
s





   



 
 
 

a
a τ ,  (20) 

式中, 1( ) , ( ) ,m m m ms s s s s           a a a 。 

这时, 方程组式(11)的 Jacobi 矩阵可写为  

 *
TB B





  
            
   

ψ ψ
J RaJ

τ
a

 

1

2

1 1

N

N N

R

R

R

   

 
  
 
 

 
  





  J 。  (21) 

在临界点 cr cr,   a a 附近, 矩阵 J 是奇异或

病 态 的 , 但 是 矩 阵  J *  是 非 奇 异 的 (可证 明  det J *= 

||v||>0)。因此 , 平衡路径上当遇到转向点时 , 可以

毫不困难地求解。 

本文根据式(20)给出的约束方程 , 讨论弧长延

拓算法 Newton 迭代的标准格式和有限元程序编程

实现时可采用的实用格式。 

4  迭代算法的标准格式 

 为了表述简洁紧凑, 本文采用新的变量:  

 
TT 


        

a
y a 。  (22) 

 式(11)和 Jacobi 矩阵 J*可分别写为 

 * ( )
( , )

( , )
s

B s

 
  
 

0
ψ y

ψ y
y

,  (23) 

 
*

* ( , )s




ψJ y
y

。 (24) 
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按弧长步增量求解。设 ms s 时的解 my 已经得

到, 在本增量步内需用 Newton 法求 1ms s  时的解

+1my 。设已经得一个近似解 1
n
my , n 表示迭代次数, 

1m 表示弧长增量步数。为了求得一个更好的解 , 

将式(11)左端在
1

n

my 附近  Taylor 展开 , 并截至线性

项, 可得 
* * *

1 1 1( , ) ( ) ( )( )n n n
m m ms      0 ψ y ψ y J y y y 。 (25) 

其中, y 的改进解为 +1
1

n
my , 迭代初值 0

1my 取自前一弧

长步的解 ym, 可得到 Newton 法标准的迭代公式:  

 
0

1

1 * 1 *
1 1 1 1

,

( ( )) ( )

m m

n n n n
m m m m



 
   

 


  。
y y
y y J y ψ y

 (26) 

如果在式(26)中, 用矩阵 * ( )mJ y 代替 *
1( )n

mJ y , 

就得到简化 Newton 法的迭代公式:  

 
0

1

1 * 1 *
1 1 1

,

( ( )) ( )

m m

n n n
m m m m



 
  

 


  。
y y

y y J y ψ y
 (27) 

如果仅迭代一次, 得到解 1
1my :  

 1 * 1 *
1 ( ( )) ( )m m m m


  y y J y ψ y , (28) 

即是自修正 Euler 方法的解[18]。 

在使用  Newton 法迭代(式(26))和简单  Newton

法的迭代(式(27))时, 要根据式(20)和(11)正确地给

出 *
1( )n

mJ y , * ( )mJ y 和 *
1( )n

mψ y 的表达式。矩阵 *J
的左上角子矩阵  J 是有限元系统的切线刚度矩阵 , 

将 其 加 边 扩 展 为  J*(J*称 为 广 义 切 线 刚 度 矩 阵 )。

类似地 , *
1( )n

mψ y 称为广义失衡力矢量 , 是  N + 1 

维矢量 , 前 N 个分量构成的矢量是通常意义下的

失 衡 力 1( )n
mψ y , 第  N + 1 个 分 量 则 为 失 约 弧 长

1( )n
mB y 。随着迭代步数  n 的增加 , 广义失衡力矢

量趋于零, 1
1 1( )n n

m m

   0y y , +1

1
n
my 则收敛到真解 1my 。 

Newton 法和简化 Newton 法的迭代公式也可以

用增量形式给出。考虑到 

0
1 1

1 0 1 1
1 1

= ,

,

n n n
m m m

n n n
m m m

 

  
 

     


     

y y y y y
y y y y y

       (29) 

Newton 法增量形式的迭代公式为 

 
0

+1 * 1 *

=0 ,

= ( ) ( )n
m

n n n
m





    。

y y

y
y y J ψ y y

 (30) 

简化 Newton 法增量形式的迭代公式为  

 
0

+1 * 1 *

= ,

= ( ) ( )
m

n n n
m





    

0
。y

y
y y J ψ y y

 (31) 

根据式(6), 失衡力矢量ψ 通常可写为 

( ) = ( ) ( )n n n
m m m       ψ y y P a a R  

= ( ) ( )n n
m m     P σ σ R

  
= ( ) ( )n n

m m     P σ P σ R R  

= ( ) ( ),n
m  ψ y ψ y               (32a) 

广义失衡力 * ( )n
m  ψ y y 可写为 

* ( )
( )

( )

n
n m

m n
mB

  
      

ψ y y
ψ y y

y y
 

T

( ) ( )

( )

n
m

n n
m s

  
      

ψ y ψ y
τ y y y

。 (32b)  

( ) ( )n n n   ψ y P σ R   

T T dn n
e

e

V    c B σ R 。 (33) 

式中 , nσ 是按弹塑性材料本构关系 , 由 nε 计算

的应力增量矢量。 

采用简化  Newton 法时, 迭代的每一步都是按广

义 切 线 刚 度  J*(ym) 重 新 分 配 广 义 失 衡 力 * ( mψ y
)ny , 以便恢复平衡和满足约束条件。这种方法

称为失衡力迭代方法, 更确切地说是广义失衡力迭

代方法。 

参照式(27)和(29), 简化 Newton 法增量形式的

迭代公式(30)可以改写为 

* 1 *( )( ) ( )n n n
m m

       0。J y y y ψ y y  (34) 

其中 , J*(ym)是 my y 时的广义切线刚度矩阵 , 它

是 (N+1)× (N+1)的 常 数 矩 阵 :   

 *
T

( )
( )

( )
m

m
m

 
  
 

J a R
J y

τ y
。  (35) 

其中 , 左上角的子矩阵 ( )mJ a 是通常意义下的切线

刚 度 矩 阵 , 为  N × N 的 常 数 矩 阵 , ( )m J a
T T d ,e E e

e

V c B D B c 其 中 积 分 项 中 的  DE 是 在  y=  

ym 情况下的弹塑性本构矩阵 ep( )mD , 它在当前弧长

步迭代过程中保持不变, 具有弹性本构矩阵的特点

( E  σ D ε ), 但它又不是材料的弹性矩阵, 故称为

准弹性矩阵。这时有 

n n
E E E e E e     σ D ε D B a D Bc a ,  (36) 

 

T T

*

T

( ) d ( ),

( )
( )

( )

n n n
m e E E

e

n n
n E

m n
m

V



     


         

 

。

J a a c B σ P σ

P σ R
J y y

τ y y

 (37) 
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图 1  基于简化 Newton 法的弧长延拓算法迭代过程 
Fig. 1  Arc-length continuation procedure for the simplified 

Newton method 

 *

T

( ) ( )
( )

( )

n n
n m

m n n
m s

    
        

ψ y P σ R
ψ y y

τ y y y
。 (38) 

根据式(36)和(37), 简化 Newton 法的方程组式

(34)可写为 

1

1

( )
  

n
m

n n
m 





    
      

J a R a
τ

 

T T

( ) ( )
,

( ( ) ( ))

n n
m E

n n
m m s

    
        

ψ y P σ σ
τ y τ y y y

 (39) 

相应的迭代公式为 

0

1 * 1

T T

0,

( ) ( )
( ( )) ,

( ) ( )

n n
En

n n n

m
m

m m s
 

 
     
             

y

ψ y P σ σ
y J y

τ y y τ y y y
  

(40) 

式中,  

 T T( ) ( )dn n n n
E e E

e

A     P σ σ c B σ σ 。 (41) 

其中 , E, 和(E)分别为准弹性应力增量、

应力增量(按真实本构计算得到)和准塑性应力增量, 

P(E)称为准弹性应力节点力, P(E  ) 称为准

塑性应力节点力。 

式 (40)是由 ny 直接计算 1ny 的简化  Newton

法的迭代公式, 迭代过程直至在允许的精度范围内, 

达到 1N N  y y 时停止, 并按真实的本构关系, 由
Ny 计算得到最后的应力增量 Nσ 和应力 1mσ 。在

迭代过程中, n
Eσ 和 nσ 分别是按准弹性关系和按

真实的材料本构关系由 na 计算得到的应力增量矢

量。在迭代过程中, ( )n n
E P σ σ 趋于一个常数矢

量 ( )N N
E P σ σ , 此矢量是收敛解 Ny 对应的准弹

性 应 力 和 真 实 应 力 之 差 (E  )的 等 效 节 点 力 , 

而(E  )可以视为一种“初应力”。于是, 迭代过程

相当于寻找一个合适的“初应力”场的过程, 一旦找

到“初应力”场, 就按这个“初应力”场和实际荷载求

解位移和应变(准线性弹性问题), 就是原来的非线

性问题的解。因此, 按式(40)迭代求解的方 法 称 为

初应力法[17]。由于同时考虑失约弧长的迭代, 因  而

是广义的初应力方法。 

对于  N = 1 (位移自由度为  1)和 0m ψ 的情况 , 

简化 Newton 法失衡力迭代和初应力迭代的示意图

见图 1。 

5  迭代算法的两种实用格式 

 武际可等[8]建议的弧长算法迭代格式分为以下

两个步骤。 

1) Euler 预报。 

 1( )( )E
m m m ms s  y y τ y ,  (42) 

或 

 ( )  ,E
m s  y τ y   (43) 
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式中, my 是弧长  s=sm 
 的解, 1m ms s s   是本弧长

步的弧长增量。 

2) 迭代修正。 
1

1 * 1

,

∆ )
( ( )) ,

0

E

n
n n

m
 

  


  
     

 

( m

y y
ψ y yy y J y

 (44) 

式 中 , ( )n
m  ψ y y 是 第 n 次 迭 代 步 的 失 衡 力 矢

量。失约弧长项取值为 0, 表明 

 T T T 1 TE n n N
m m m m s        τ y τ y τ y τ y 。 (45) 

式 (45) 相 当 于 设 定 约 束 条 件 为  B(y, s)= T
mτ y

0s  。 

在每一迭代步, 将近似解增量 ny 投影到 mτ 方

向, 可得到弧长增量。 

本文算法采用初应力迭代格式, 将两步合并完成:  

 

0

1 * 1

,

( )
( ) , 0,  1,  2, ,

n
n m

m n
s

 

 


  
     

0



y

ψ y Py J
 (46) 

式中, 

 
T T( ) ( )d ;n n n n n

E e E

e

A      P P σ σ c B σ σ  

nσ 是 按 照 材 料 本 构 关 系 ( dep    D ), 由 nε

计 算 得 到 的 应 力 增 量 ; n
Eσ 是 按 照 准 弹 性 关 系

( ( ) ),E ep m    σ D ε D ε  由 ε 计算出的应力 增量; 

Pn 为初应力等效节点力矢量。初值 0P 取为零 , 得

到的第一次近似解就是  Euler 预报解 , y1
 = yE。

当失约弧长项取为 s 时, 有 T 1
m τ y T n

mτ y T 1n
m

 τ y  
T N
m s   τ y , 相当于约束条件为 

 T 0m s   τ y 。  (47) 

上述两种实用格式分别是简化 Newton 法的失

衡力迭代格式和初应力迭代格式, 且将约束方程简

化为 T 0m s   τ y 。在迭代过程中 , 这两种实用格

式用
m
τ 代替 ( )n

m  τ y y , 虽然略去高阶小量, 但在

弧长步内不再更新切向量, 从而简化了算法, 利于

编程实现, 也能够减小计算量。这两种实用格式采

用更简单的约束方程式(47)来替代式(20), 因而迭

代的收敛性是有保障的。 

6  弧长法在边坡稳定分析中的应用 

方建瑞等 [16]将弧长算法应用于边坡的稳定性

研究, 边坡材料使用 Duncan-Chang 模型, 这是一

种稳定材料模型, 因而其边坡失稳研究采用的是失

衡机制。 

基于失稳机制研究边坡的稳定性, 需要建立平

衡路径曲线。对于边坡这种多自由度有限元系统 , 

需要引入广义力和广义位移来描述平衡路径。 

设边坡的等效节点荷载为  R, 引入荷载参数, 

荷载做功的变分为 
 δ δ δ( )W     。R a R a   (48)

 

 如果定义广义力为 F  , 则相应广义位移为

U  R a 。平衡路径曲线 ( )F F U 能直观地分析边

坡有限元系统的稳定性。 

基于初应力迭代格式的弧长法, 编制有限元分

析程序 , 计算某边坡失稳机制下的安全储备系数

(安全系数)Kcr。该边坡有限元网格见图  2, 边坡高

度为  9.5 m, 坡角为 64 , 边坡仅受重力荷载作用 , 

岩土重度为 24 kN/m3, 弹性模量为 28.7 GPa, 泊松

比为 0.27。单元选用平面应变的三角形网格, 两侧

边界上节点的水平位移被约束, 底面节点固定。 

采用强度折减法分析该边坡的稳定性, 强度折

减系数设为。边坡材料服从  Drucker-Prager 屈服

准则:  

 2 1( ) ( ) 0f J I k      , (49) 

式中, I1 和 J1 分别是应力张量的第一不变量和偏应

力张量的第二不变量; 材料强度参数 ( )k  和 ( )  是

塑性内变量 的函数, 其峰值分别为 k = 61.50 kPa

和 = 0.066。选用等效塑性应变为塑性内变量, 边

坡材料的应变软化可通过下式的负幂次形式来考虑: 

 
2( ) 1( )

(3e 1)
4

k
k

 


   。  (50) 

选取强度折减系数 1.00  , 弧长增量 0.1s  , 

采用初应力格式的弧长法有限元程序进行增量分

析。当荷载参数   1.44 时 , 边坡达到临界状态 , 

图 2  边坡算例的有限元网格 
Fig. 2  Finite element mesh of the slope 
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此时边坡部分的变形如图 3 所示(边坡坡顶 A 点的

水平位移为0.01 mm, 竖向位移为 0.20 mm), Mises

应力和静水应力分布如图 4 和 5 所示。分别取折减

系数 = 1.25, 1.45, 1.50, 依次使用弧长延拓算法 , 

计算得到相应的平衡路径曲线, 如图 6 所示。曲线

上极值点(即临界点)的纵坐标即是稳定性临界点的

载荷参数cr。当荷载参数  =1 时 , 对应于边坡上

作用有全部重力载荷的情况。图  6 中 ,  = 1.45 对   

应平衡路径曲线极值点的纵坐标
cr

1  , 即全部重

力荷载作用下、材料强度折减系数 = 1.45 时 , 该

边坡处于稳定状态的临界点, 即该边坡的安全系数

Kcr=1.45。 

7  结语 

材料软化和构件屈曲往往引起工程结构的不稳

定, 对这种稳定性问题的研究需要追踪结构的平衡

路径。当采用有限元方法进行数值计算时, 问题最

终都归结为一非线性代数方程的求解。如果直接采

用 Newton 迭代法求解非线性有限元方程组, 在平

衡路径曲线上的临界点附近, 由于切线刚度矩阵趋

于奇异而无法得到收敛解。弧长延拓算法能够很好

地解决这一问题。 

在非线性有限元程序中编程实现弧长延拓算法

时, 需要较为详细的迭代格式。本文给出弧长延拓

算法 Newton 迭代和简化 Newton 迭代的标准格式, 

并讨论了失衡力迭代和初应力迭代两种实用格式及

其与标准格式之间的关系。如果弧长增量步是一阶

小量, 则这两种实用格式与标准格式在约束方程上

的差是二阶小量。由于这两种实用格式在弧长步内

 

图 3  边坡的变形 
Fig. 3  Deformed mesh of the slope 

图 4  边坡 Mises 应力的分布 
Fig. 4  Von Mises stress distribution of the slope 

图 5  边坡静水应力的分布 
Fig. 5  Hydrostatic stress distribution of the slope 

图 6  不同强度折减系数对应的平衡路径曲线 
Fig. 6  Equilibrium path curves for different strength 

reduction factors   
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不更新切向量, 减少了大量高阶矩阵行列式的计算, 

能够减小一个弧长步内的计算量, 同时也能保证实

用格式的收敛性。 
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