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变分法逆问题研究的若干进展 
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摘要   概述变分法逆问题的基本内容和国内在此领域的若干进展。重点阐述由力学系统第一积分构造

Lagrange 函数的新方法, 指出利用此方法能够得到等价的 Lagrange 函数和函数族。举例说明该方法的理论

意义和应用价值。最后指出, 应当重视变分法逆问题的研究。 
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Abstract  Several aspects of the inverse problem of the calculus of variations and a short overview of the 

domestic development of this problem are presented. The main topic is a new method to construct Lagrangians 

from the first integral of mechanical system, and the equivalent Lagrangians and family of Lagrangians can be 

obtained by the new method. Some examples are given to illustrate the theoretical significance and the application 

value of this method. Finally, it is pointed out that great attention should be paid to the study of the inverse 

problem of the calculus of variations. 
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传统的分析动力学中重要的积分变分原理是

Hamilton 原理 [1]: 双面理想完整有势系统 , 在由广

义坐标描述系统位形的事件空间  E[ iq , t]中 , 从  A

点( 0
0,iq t )出发到  B 点( 1

1,iq t )的所有约束可能轨道

中, 真实的动力学轨道是使 Hamilton 作用量泛函 

 
1

0

( , , )d
t

i i
t

J L q q t t    (1) 

成为驻定值的轨道, 即对此轨道作用量泛函一阶变

分为零: 

 
1

0

d 0
t

t
J L t   。 (2) 

泛 函 中 的 被 积 函 数 ( , , )i iL q q t 为 力 学 系 统 的  Lag-

range 函数, 容易证明上述变分原理与下列 Lagrange

方程等价: 

 
d

0
d i i

L L
t q q
 

 
   ( 1,2, ..., )i n 。 (3) 

解此运动微分方程, 得到全部 ( )iq t , 就确定了真实

的动力学轨道, 即泛函的驻定轨道。简而言之, 如

果不考虑泛函的直接求解, 那么力学变分原理正问

题就是由给出系统的  Lagrange 函数确定系统的驻

定轨道。 

存在正问题就有对应的逆问题, 变分法逆问题

是数学、力学以及物理学领域中古老而又常新的课 

题 [26]。根据上述变分法正问题 , 与之直接对应的
 

国家自然科学基金(11472063)资助 

收稿日期: 20151004; 修回日期: 20160203; 网络出版日期: 20160714    



丁光涛   变分法逆问题研究的若干进展    

 

733 

逆问题应是给出系统作用量泛函的驻定轨道, 如何

确定系统的 Lagrange 函数[6]。但是, 通常给出的不

是系统的驻定轨道, 而是确定系统动力学轨道的运

动微分方程。因此, 实际上变分法逆问题的提法如

下。给定系统的运动微分方程 

 ( , , , ) ( , , ) ( , , )i ij j iF t M t q N t    q q q q q q q  

0, [det( ) 0]ijM  , (4) 

是否存在某个  Lagrange 函数 ( , , )i iL q q t , 使这组方

程直接由变分原理导出, 即写成 Lagrange 方程形式: 

 
d

d ij j i
i i

L L M q N
t q q
 

  
 


 。 (5) 

然而 , 这样提出的问题太严格 , 故常常被推广 , 即

研究给定方程能否间接由变分原理导出, 写成等价

的 Lagrange 方程: 

 
d

( )
d ik kj j k ij j i

i i

L L h M q N M q N
t q q
       
 

 
 , (6) 

式中矩阵乘子满足下列条件: 

 det( ) 0ijh  。 (7) 

变分法逆问题常常又称为  Lagrange 力学逆问

题。下面主要讨论式(4)形式的二阶常微分方程(组)

以及由偶数个一阶常微分方程组成的方程组是否能

够表示为  Lagrange 方程的问题。应当指出 , 这种

逆问题是一种多层次的问题: 1) 方程应该满足什么

样的条件才能从变分原理导出 ; 2) 如果存在  Lag-

range 函数 , 如何构造对应的  Lagrange 函数 ; 3) 同

一个方程可能存在多少  Lagrange 函数问题。一百

多年来的研究使得问题 1 答案明确, 能够直接或间

接表示成  Lagrange 方程形式的方程应是自伴随的

或者能够变换成为自伴随的 , 即应满足  Helmholtz

条件 , 证实存在没有  Lagrange 表示的二阶常微分

方程系统。对于问题 2, 得到若干普遍的和特殊的

构造  Lagrange 函数方法 , 但是 , 几种普遍的构造 

Lagrange 函数方法的前提是给定的方程应当直接是

或者变换成自伴随形式的, 而在一般情况下要将微

分方程 (组 )变换成自伴随方程 (组 )是相当困难的。

因 此 , 很 多 关 于 逆 问 题 的 研 究 就 转 向 探 讨 构 造

Lagrange 函数的特殊途径, 出现若干适用范围不同

和难易程度不一的构造 Lagrange 函数方法。问题 3

的结论也很明确, 逆问题的解不是唯一的, 逆问题

与等效的 Lagrange 函数问题密切相关。 

然而, 在相当长的时期内, 变分法逆问题的研

究并没有得到较高的关注度和实际应用。近几十年

情况有所改变, 数学和物理学理论发展的需要, 分

析力学在其他学科领域中的应用, 力学中的非线性

非保守系统分析力学化, 推动了变分法逆问题的研

究, 许多传统概念被突破, 提出非标准形式的 Lag- 

range 函数, 引入分数阶导数, 发展新的方法以构造

出多种系统的不同形式的  Lagrange 函数和  Hamil-

ton 函数。这些成果拓展了  Lagrange 系统的范围 , 

扩大了分析力学理论和方法的应用领域[725]。 

20 世纪 80 年代末, 国内力学和物理学界开始

关注变分法逆问题 [2630]。梅凤翔 [26]系统地介绍了

逆问题的基本理论和方法, 启动了国内关于变分法

逆问题的研究。20 世纪 90 年代关于非完整系统力

学的争论深刻涉及变分原理, 利用分析力学理论和

方法研究微分方程涉及微分方程的分析力学化, 这

些都推动了对逆问题的研究。进入  21 世纪后 , 若

干研究者提出新的关于构造二阶和一阶常微分方程

(组)的 Lagrange 函数的方法, 例如, 直接根据运动

微分方程的结构特点来构造 Lagrange 函数, 利用变

量变换构造 Lagrange 函数, 直接构造与加速度相关

的 Lagrange 函数, 或者将二阶微分方程(组)化为一

阶微分方程组构造  Lagrange 函数 , 等等。实际上 , 

关于 Birkhoff 系统动力学的研究中提出的构造 Birk-

hoff 函数和函数组就是构造一阶常微分方程系统

Lagrange 函数。与此同时, 逆问题的理论和方法在

数学、力学、物理学和其他领域得到应用[3154], 相

关的内容也进入部分教材和专著[5560]。 

本文无意对国内外关于逆问题的研究给予比较

全面的评论 , 文后收录的参考文献不系统不全面 , 

只简要涉及国内在该问题研究中的若干进展, 重点

介绍从第一积分构造  Lagrange 函数的新方法及由

这种方法得到的结果与等效的  Lagrange 函数的关

联, 特别是证明等效的 Lagrange 函数族的存在等。

为了说明这些成果的理论意义和实用价值, 文中给

出若干实例。最后, 对变分法逆问题的研究提出一

些看法和建议。 

1  从第一积分直接构造 Lagrange 函
数的方法 

系统的  Lagrange 函数与其第一积分关系密切 , 

不仅关于对称性和守恒量的理论涉及两者的关联 , 
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逆问题研究中的一些构造  Lagrange 函数方法也与

第一积分相关。这里给出的是我们前几年提出的一

种 新 的 从 第 一 积 分 出 发 的 构 造  Lagrange 函 数 方

法。首先, 证明 Lagrange 函数与第一积分存在一种

与对称性理论无关的新关系, 据此提出一种比较普

遍的构造 Lagrange 函数新方法, 说明这种方法的实

用性, 证明由此能够导出等价的 Lagrange 函数和函

数族。 

1.1  第一积分与 Lagrange 函数的新关系和

构造 Lagrange 函数的新方法 
考虑二阶常微分方程系统 

 
( , , ) ( , , ) 0,

det( ) 0 ( , 1,2,..., ),

ij j i

ij

M t q N t

M i j n

 


 

 q q q q
 (8) 

将系统(8)变换成如下运动学形式: 

 ( , , )i iq Q t  q q 。 (9) 

设该系统的一个第一积分为 

 ( , , )I I t q q , (10) 

在系统真实运动中 I 保持不变: 

 
d

0
d i i

i i

I I I Iq Q
t t q q

  
   
  


 。 (11) 

如果第一积分(10)满足下列条件: 

 
2

det 0
i j

I
q q

 
     

, (12) 

则设 ( , , )I t q q 与函数 L 之间存在以下关系: 

0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , )i iL t A t I t B t q B t    q q q q q q q , (13) 

其中因子 A(t, q), Bi(t, q)和 0 ( , )B t q 由下列方程确定: 

 2 j
j

j i i i j i

QA A I A I Iq I A A
t q q q q q q

       
            


  

+  

 0 0ji i
i

j i i

BB B B
q

t q q q
   

         
  

  (i=1, 2, …, n), (14) 

式 (13)和 方 程 (14)给 出 力 学 系 统 第 一 积 分 和  Lag-

range 函数之间的一种新的关系[41], 证明如下。 

首先 , 证明如果式 (13)中 L 是方程 (9)的  Lag-

range 函数 , 则因子  A, Bi 和 B0 必须满足方程(14)。

将式(13)中 L 代入 Lagrange 方程, 沿着系统在位形

空间中真实运动展开得到 

2 2 2

i j i
i j i j i j

I I I A A IA q Q q
t q q q q q t q q

        
                     

 
    

0 0
i i i

ji i
j

j i

BB B BA II A q
q q t q q q

    
             

 。 (15) 

由于 I 是第一积分, 满足条件(11), 计算式(11)对 iq
的偏导数得到 

 
2 2 2

0
i i

j
j j

i j i j i j i

QI I I I Iq Q
t q q q q q q q q

    
   

        


     
+ 。 

  (16) 

由以上两式直接得到方程(14)。 

然后, 证明如果式(13)中 L 函数的因子 A, Bi 和

B0 满足方程(14), 则由对应的 Lagrange 方程必可导

出方程(9)。将式(13)中 L 代入 Lagrange 方程, 展开

得到式(15), 由于 A, Bi 和 B0 满足方程(14), 并考虑

到式(16), 则由式(15)得到 

 
2

( ) 0j j
j i

I q Q
q q


 
 


 

A 。 (17) 

因 为  I 满 足 条 件 (12), 所 以 由 方 程 (17) 可 得 方 程

(9)。换句话说 , 这就证明式 (13)中函数  L 是系统

(8)(或(9))的 Lagrange 函数。 

综上所述, 可以提出一种变分法逆问题的新解

法 [41], 即若要构造微分方程系统(8)的  Lagrange 函

数, 可将方程变换成运动学形式(9), 并得到满足条

件(12)的第一积分 ( , , )I t q q , 代入方程(14), 解出函

数因子  A, Bi 和  B0, 代入式 (13), 即得到  Lagrange

函数。这种变分法逆问题新解法的基础是由式(13)

和方程(14)给出的第一积分与 Lagrange 函数的新关

系 , 这种关系不涉及系统在变量变换下的对称性。

换句话说, 这种新解法与对称性理论无关, 对第一

积分除了应当满足条件(12)外, 没有其他特别的要

求(例如不显含时间)。此外, 这种方法对运动微分

方程的结构也没有预先特定的要求, 更不要求将方

程变换成为自伴随的, 因此是一种比较普遍的、实

用的构造 Lagrange 函数的新方法。 

1.2  新方法与等效的 Lagrange 函数 
如果对系统 (9)某个第一积分  I 方程 (14)有解 , 

则解不是唯一的。当  A(t, q)已确定时 , Bi(t, q)和
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B0(t, q)仍然有任意多组解。例如, 设 Bi 和 B0 是一 

组解时 , 则下列变换得到的 iB 和 0B 也是方程(14) 

的解: 

 0 0 0,i i i
i

G GB B B B B B
q t
       
 

, (18) 

其中 ( , )G t q 是其宗量的任意连续可微函数。将 iB

和 0B 代入式 (13)就得到一组规范等效的  Lagrange

函数[12]: 

 

d
( , )

d
L L G t

t
   q 。 (19) 

这就是说, 新解法求得的应是规范等效的 Lagrange

函数族。可以指出 , 利用规范变换可以简化方程

(14), 方程(14)有  n+2 个待求函数 , 但是只有  n 个
方程, 通过规范变换可以减少一个待求函数。以下

如果没有特别说明, 将不再考虑 Lagrange 函数的规

范变换, 不考虑规范等效的 Lagrange 函数族。 

同样地, 新方法与 Lagrange 函数的另一类同位

等效函数相关 [23]。由于式(13)构成的  Lagrange 函

数与第一积分 I 的选取相关, 取不同的第一积分导

出的 Lagrange 函数是不同的, 它们之间不是规范等

效的, 但由它们列出的 Lagrange 方程都与给定的微

分方程(8)或(9)等价 , 因此这些  Lagrange 方程之间

是同位等效的。设与第一积分  I 和  I *对应的  Lag-

range 函数分别为 L 和 L*: 

 
0

* * * * *
0

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , )

i i

i i

L A t I B t q B t

L A t I B t q B t

  


  



 。
q q q

q q q
 (20) 

重复式(17)的推导, 可得 

 

2

2 *
* *

( ) ( ),

( ) ( )

i j j
j i

i j j
j i

IE L A q Q
q q

IE L A q Q
q q

 
   


    







。
 (21) 

显然, 由式(20)和(21)可得 

 *( ) ( , , ) ( )i ij jE L h t E L q q 。  (22) 

其中, 同位变换矩阵元为 

 

12 * 2
* 1

ij
i k r s kj

I Ih A A
q q q q



   
          , (23) 

即 L 和 L*是给定系统的同位等效的 Lagrange 函数。

换句话说, 这里给出的从第一积分构造 Lagrange 函

数的新方法可以直接导出同位等效的 Lagrange 函数。 

1.3  一类同位等效的 Lagrange 函数族 
在上述同位等效 Lagrange 函数中, 可能存在函

数族 [42,48]。如果对系统(9)的一个积分  I, 方程(14)

有如下特解: 

 0( ), 0, 0,iA A t B B    (24) 

这里 A(t)包括 A 为常数, 而对 Bi 和 B0 不再考虑规

范变换解 0,i
j

G GB B
q t

  
     

。将解(24)代入式(13)

得到一个 Lagrange 函数: 

 ( ) ( , , )L A t I t q q 。 (25) 

下面证明, 存在一个与 L 同位等效的 Lagrange 函

数族 

 ( ) ( ( , , ))L A t F I t q q , (26) 

F(I)为 I 的任意连续可微函数。对式(25)中 L, 方程

(14)写成 

 
d

2 0
d

j

i i j i

QA I I IA
t q q q q

   
           , (27) 

I 是第一积分 , F(I)也是第一积分 , 对式 (26)中 L , 

方程(14)写成 

 
d d

2 0
d d

j

i i j i

QF A I I IA
I t q q q q

    
             

。 (28) 

显然, 式(27)与式(28)等价。 

对系统 (9)及其第一积分 I , 同位等效函数族

(26)的存在条件为 

2 ( )j

i j i i

QI I If t
q q q q

  
 

       (i = 1, 2, …, n), (29) 

式(24)或(25)中因子 A(t)由下式确定: 

 ( ) exp ( )d
t

A t f       。 (30) 

由条件(29)可得下列推论: 若 

 2 0j

i j i

QI I
q q q

 
 

      (i=1, 2, …, n), (31) 

则式(25)和(26)中因子 A 为常数。 

在 文 献 [27]中 , 实 际 上 已 经 导 出 阻 尼 运 动 的

Lagrange 函数族 , 国外的研究(如文献[22])中也得
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到某些系统的  Lagrange 函数族。这里给出的从第

一积分直接构造 Lagrange 函数的新方法, 不仅能够

构造规范等效的和同位等效的 Lagrange 函数, 而且

能够在一定条件下直接导出一类同位等效 Lagrange

函数族[4142,48], 表明 Lagrange 函数族的存在并不是

孤立的特殊情况, 而是一种相当普遍的情况。这是

这种新解法带来的一个新的重要结论。 

2  从谐振子第一积分构造  Lagrange
函数和函数族 

下面以典型的保守系统——谐振子为例, 说明

前面给出的方法的应用。简谐振动是最基本的运动

形式之一, 在力学和工程科学领域以及经典物理和

量子物理领域中都得到高度的重视, 也是变分法及

其逆问题研究中非常热门的实例之一。简谐振动运

动微分方程 

 20 ( 1)x x    取  (32) 

的两个基本第一积分[52]为 

 
1

2

sin cos ,

cos sin ,

I x t x t
I x t x t
 

  


  (33) 

其他第一积分可由 I1 和 I2 构成, 如 

 2 2 2 2
3 1 1

1 1
( ) ( )

2 2
I I I x x    , (34) 

 1
4

2

arctan arctan
I xI t
I x

  


, (35) 

I1, I2, I3 和  I4 分别与谐振子的初速度、初位

置、振幅(总能量)和初位相相关。 

I3 满足条件(12), 将 I3 和 Q=x 代入方程(14), 

得到方程的一组特解: 

 2
1 0

1 1
, 0,

2 2
A B B x    , 

代入式(13), 就得到众所周知的简谐振动  Lagrange

函数: 

 

2 2
3

1
( )

2
L x x  。 (36) 

应当指出 , 4I 虽然也满足条件 (12), 但是代入方程

(14)后无解。 

I1 不满足条件(12), 然而由 I1 能够构成新的第

一积分: 

 1( ) ( sin cos )I F I F x t x t    , (37) 

F 是其宗量的任意连续可微函数。设新积分满足条

件(12), 即 

 
2

2
0

F
x





, (38) 

将 I 和 Q 代入方程(14)得 

 1
1

d
cos ( )

d

A A F Ax t F I
t x I x

         
  

 01

1

d
2 sin 0

d

BBFA t
I t x


  
 

。 

上述方程的一组特解为 

 2
2

1
sec

cos
A t

t
  , 1 0B  , 0 0B  , 

代入式(13)得到 

 2
1 sec ( sin cos )L tF x t x t   , (39) 

由于 F 是任意函数, 故 1L 是一个 Lagrange 函数族。 

类似地, 由 I2 构成新的第一积分: 

2( ) ( cos sin )I F I F x t x t      
2

2
0

F
x

 
   , (40) 

可以得到另一个 Lagrange 函数族: 

 2
2 csc ( cos sin )L tF x t x t   。 (41) 

1L 和 2L 可以直接导出, 例如对 2I 满足判别条件(29),

并且 

 ( ) 2cotf t t  , 

代入式(30)得到 

 2
2

1
( ) csc

sin
A t t

t
  , (42) 

由此即得函数族 2L 。 

3  方程   2( ) ( ) 0 x b x x c x x 的分析

力学化 

研究变系数非线性非保守动力学系统[16,20]: 

 2( ) ( ) 0x b x x c x x    。 (43) 

引入变数变换, 将方程(43)写成两个一阶方程: 
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 2

,

( ) ( ) 0

x y
y b x y c x x



  


 。

 (44) 

消除时间变量 t, 导出一阶微分方程: 

 2d
( ) ( ) 0

d

yy b x y c x x
x
   , 

利用积分因子法, 可得到上述一阶微分方程的积分: 

 
0

2 ( ) 2 ( )21
e ( )e d

2
b b

x
I x I x

x
I y xc x x   , 

变换为原来变数, 即得到方程(43)的一个第一积分: 

 
0

2 ( ) 2 ( )21
e ( )e d

2
b b

x
I x I x

x
I x xc x x   , (45) 

式中, 

 
0

( ) ( )d
x

b
x

I x b x x  。 (46) 

将式(45)第一积分代入式(14), 得到 

2 ( ) 2 ( )21
e e

2
b bI x I xA A Ax x x

t x x
            

    

0

2 ( ) 2 ( )2( )e d 2 [ ( ) ( ) ]eb b
x

I x I x

x
xc x x A b x x c x x      

2 ( )22 ( ) e 0bI x BAb x x
x


 


 。 

上述方程的一个解是 

 

0

2 ( )

1,

2 ( )e db
x

I x

x

A

B xc x x



    。

 (47) 

将积分 ,I A B和 代入式(13), 得到式(43)的 Lagrange

函数为 

 
0

2 ( ) 2 ( )21
( , ) e ( ) e d

2
b b

x
I x I x

x
L x x x xc x x    , (48) 

式(48)中函数 ( , )L x x 可以看做是标准形式的 , 即为

“动能”与“势能”之差。容易导出对应的 Hamilton 函

数为 

 
0

2 ( ) 2 ( )21
( , ) e ( ) e d

2
b b

x
I x I x

x
H x x p xc x x    

 2 ( )( e )bI xp x  。 (49) 

导 出  Lagrange 函 数 (48) 和  Hamilton 函 数 (49)

后, 发现像方程(43)这样的变系数非线性非保守动

力学系统却是一个“守恒”的系统 , 系统的“广义能

量”(Hamilton 函数)在运动中保持不变。 

4  若干非保守非线性系统的  Lag-
range 函数和函数族 

例 1  广义相对论中的 Buchduhl 方程[22,42]: 

 

23 xx x
x t

 
  。 (50) 

Buchduhl 方程的两个第一积分为 

 1 3

xI
tx




, (51) 

 2 3 2

1xtI
x x

 


。 (52) 

引入积分 I1 的满足条件(12)的任意函数 F(I1), 代入

方程(14)得到 

 
3

1

d d 1
0

d d

F
I t t tx
    

A A
, 

解 得  A＝ t, 由 此 得 到  Buchduhl 方 程 的 一 个  Lag-

range 函数族: 

 
2

1 3

2
( ) 0

FL tF t x x
x

   
   




。 (53) 

实际上, I1 满足条件(29), 即 

 1 1 1
2 3

1 1
2

I I IQ
x x x t xt x

  
  

     
, 

由式(30)得 A t , 直接得到 Lagrange 函数族(53)。 

同样 , 2I 也满足条件(29), 故可以导出另一个

Lagrange 函数族为 

 
2

2 3 3 2 2

1 1
0

xt FL F
t x x x

          




。 (54) 

上述结果比文献[22]得到的结果更为普遍, 后者只

是前者的特例。 

例 2  二维非线性变系数阻尼运动的 Lagrange

函数族[3,4142]。 
以上讨论的系统都是一维的, 下面以二维非线

性变系数阻尼运动为例, 讨论多维情况。设系统运

动方程为 
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2 2
1 1 1 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 1 1 2 2 1

( 2 ),

( 2 )

q Q q q q q q q q
m

q Q q q q q q q q
m





     

     


    

     。
 (55) 

方程的一个第一积分为 

 2 2 2 2
1 2 1 2log( ) ( )I q q q q

m


     , (56) 

将 I 和 Q1, Q2 代入判别条件(31), 得 

 

1 2

1 1 1 2 1

1 2

2 1 2 2 2

2 0,

2 0,

Q QI I I
q q q q q

Q QI I I
q q q q q

           
       
     

   

   

 (57) 

因此系统存在 Lagrange 函数族: 

 2 2 2 2
1 2 1 2log( ) ( )L F q q q q

m
      

  , (58) 

上式取常数因子 1A  。文献[3]中只给出系统(55)

的一个 Lagrange 函数: 

 2 2 2 2
1 2 1 2

1
( ) exp ( )

2
L q q q q

m
     

  , (59) 

显然, 这个 L 只是 L 中一个特定函数。 

5  结论与讨论 

本文概要地回顾变分法逆问题的内容及国内外

的研究简况, 主要给出国内近年来提出的变分法逆

问题的一种新解法以及与之相关的结果。这种解法

基于力学系统第一积分与其 Lagrange 函数之间存

在一种新关系, 通过对一系列典型的线性和非线性

微分方程系统的应用, 说明这种方法的理论意义和

应用价值。这是一种比较普遍的求解变分法逆问题

的方法, 可以应用于系统, 构造得到多种不同形式

的  Lagrange 函数。利用这种方法无需首先将运动

方程变换成为自伴随形式的, 也无需先行假设 Lag-

range 函数的特殊形式。利用这种方法可直接得到

等价的 Lagrange 函数, 特别是同位等价的 Lagrange

函数, 并且在一定条件下能够导出等价的 Lagrange

函数族。  

变分法逆问题是一种基础理论研究, 有较长的

研究历史, 得到的结果不仅对数学和力学领域, 而

且对理论物理等传统学科都有重要的意义。从近几

十年情况来看, 虽然国外在这个领域的研究者并不

多, 但是这些研究者中, 有从事传统的理论物理(如

粒子物理和天体物理)研究的学者 , 也有从事新型

交叉学科的学者, 这是值得重视的现象。与之相比, 

国内从事这个领域研究的队伍太小, 传统物理学科

与交叉学科的学者很少进入该领域。然而, 逆问题

研究不仅在数学和力学领域, 而且在物理学领域都

需要继续深入。例如, 关于 Lagrange 函数族仍然有

待深入研究; 变分法逆问题如何从有限自由度的离

散系统推广到无限自由度的连续系统, 即如何推广

到场论 ; 力学系统  Lagrange 函数和  Hamilton 函数

的多值性对系统的量子化有怎样的影响; 等等。 

目前对各种系统的研究常常是跨学科的研究 , 

涉及数学、力学、物理学、化学、地球科学、生命

科学和医学、工程科学、经济学以及社会科学等 , 

这种研究不仅有重大的理论意义, 而且有重要的应

用价值。通过建立系统的数学模型(主要是微分方

程模型)来理解和掌握系统的行为特性和演化发展, 

已经成为当今众多学科领域中的热点方法。值得指

出的是, 在这种研究中, 分析力学的理论和方法有

着重要的应用, 这种应用需要实现微分方程系统的

分析力学化, 主要方式是构造对应的 Lagrange 函数

以及 Hamilton 函数, 显而易见, 这与变分法逆问题

密切相关。 

综上所述, 变分法逆问题的研究是基础理论研

究 , 应当加强。基础理论研究是知识创新的源头 , 

科学史表明, 逆问题的研究常常带来突破, 因此不

能忽视变分法逆问题的研究。这个领域的研究队伍

不需要庞大, 但必须有一定的数量, 分析力学学者

应当是主力, 但必须有多学科协作, 科研管理部门

对这样的研究应当给予支持。 
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