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摘要  针对可移动简支具有挠性/不确定性的简支梁系统, 采用柔性多体系统动力学相对描述方式, 建立可

描述其整体转动和相对变形的非线性动力学模型, 解析结合数值分析了可移动简支刚度对系统模态和轴向压

缩稳定性的影响。研究表明, 简支梁可移动简支刚度相对梁刚度偏小时, 对系统低阶频率、低阶振型和失稳

模式影响显著, 主要体现在梁的整体转动特性上, 且相对描述方式中的低阶振型也与经典梁的模态不同, 体

现了整体运动对相对变形模态的影响特性; 简支梁可移动简支刚度相对梁刚度偏大时, 主要对系统高阶频率

和振型有一定影响, 而对低阶频率、振型和失稳模式的影响很小。此研究成果和认识对于梁构件约束边界设

计与柔性多体动力学理论的应用具有重要意义。 
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Abstract  For the beam with simple and flexible supports, a nonlinear dynamic model is established by applying 

the flexible multi-body dynamic theory. The model can describe both the global rotation and the relative 

deformation of the beam. The modal and axial-compressive stability of the system are investigated by using 

analytical and numerical method, and the effect of the movable support stiffness are obtained. The results show that 

there is great influence on the lower-order frequencies, vibration shape and the buckling mode of the system while 

the movable support stiffness is smaller than the beam. In this case, they behave to the global rotation characteristic 

and the lower-order vibration shape in the floating coordinate system is also different to the classical beam, which 

is affected by the global rotation. However, when the movable support is very stiff, the influence on the lower-

order frequencies, vibration shape and the buckling mode of the system are extremely slight and the uncertainty of 

the movable support stiffness only lightly affects the higher-order frequencies and vibration shape of the system. 

The results are important to the constraint boundary design of the beam and the application of the flexible multi-

body dynamic theory. 

Key words  flexible multi-body systems; simply-supported beam; boundary flexibility; modal analysis; stability

传统结构力学理论和工程领域经常将细长构件

的边界条件简化处理为简支、固支、自由等理想边

界条件。然而 , 很多实际结构(特别是复杂产品系

统中的子结构)中 , 由于材料性能不理想、结构设

计的缺陷或受限制(重量、几何空间等)、结构加工

工艺、结构承受苛刻的载荷条件等因素, 使得边界
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图 1  简支–可移动挠性简支梁示意图 
Fig. 1  Schematic of the beam with simple and 

movable flexible supports 

条件具有较大的不确定性, 在实际工程中体现出固

支和简支根部的挠性变形, 自由端受单面约束限制, 

边界非光滑产生干摩擦、碰撞, 以及发生干涉而卡

死等现象。这些因素可能对产品的性能和可靠性产

生很大程度的影响, 例如很多产品质量下降和性能

失效的主要原因之一就在于边界连接问题。因此 , 

研究边界条件不确定性对结构力学性能的影响, 不

仅 具 有 很 强 的 理 论 价 值 , 也 是 实 际 工 程 问 题 的   

需要。 

对于经典边界条件下梁的动力学问题的研究已

相当成熟。Trail-Nash 等 [1]在理论上给出  6 类经典

边界条件(简支–简支、简支–自由、自由–自由、固

支–固支、固支–自由和固支–简支)下的频率方程及

部分振型函数, Huang[2]系统全面地解决了 6 类经典

边界条件下的频率方程和振型函数问题。不同于上

述 6 类经典边界条件, 当边界条件具有不确定性时, 

首先需要对其不确定性进行描述和量化; 同时, 边

界的不确定性将使得梁存在整体转动和 /或平动自

由度, 以及位移和力边界条件耦合, 使系统力学问

题的求解非常复杂。对于悬臂梁根部存在挠性时的

动力学问题 , 文献[3–13]将悬臂梁根部退化成线弹

性弹簧约束, 分析了根部挠性对梁动态特性和响应

的影响, 但没有研究梁的整体运动特性。柔性多体

系统动力学理论容易将边界不确定性参数化以便于

工程分析, 又能同时描述系统的整体运动和相对变

形, 所以得到广泛应用。基于柔性多体系统动力学

理论, 文献[14]建立了挠性根部梁的严格非线性动

力学模型; 文献[15]进一步建立整体转动状态下挠

性根部梁的严格非线性动力学模型, 分析系统的分

岔与屈曲行为; 文献[16]综合考虑整体转动和局部

限制约束, 研究绕轴线自转悬臂梁自由端受单侧约

束下的稳定性 , 获得较丰富的非线性现象 ; 文献

[17]建立任意边界梁的动力学模型, 得到广义边界

条件下梁的横向振动代数特征方程、特征函数及特

征值的退化表达式, 通过算例分析边界小扰动对固

支固支梁横向振动特征的影响规律。 

本文考虑可移动简支支撑具有挠性 /刚度不确

定性时简支梁的振动特性与压缩稳定性问题, 采用

柔性多体系统动力学理论的相对描述方式, 建立系

统的大挠度非线性动力学模型, 分析边界不确定性/

挠性对系统振动特性与压缩稳定性的影响规律, 以

提升对具有边界不确定性结构力学性能的认识。 

1  动力学建模 

本文只考虑简支梁的轴向可移动简支支撑刚度

存在不确定性/挠性(不可移简支不确定性可类似处

理), 采用柔性多体系统相对描述理论, 将移动简支

支撑刚度的不确定性参数化的思路进行动力学建

模, 如图 1 所示。图 1 中, -O XY  为惯性坐标系, 单

位矢量为 i 和 j;  O-XY 为描述梁相对变形的浮动坐

标系, 其运动由可移动简支边不确定性导致的支撑

弹 性 变 形 引 起 , 相 对 于 坐 标 系 -O XY  的 转 角 为

( )t 。设梁长为 L , 横截面积为 A , 转动惯量为 I , 

密度为  , 弹性模量为 E , 梁在可移动简支边受

OX 方向的压力 F 作用。 

系统的建模基于以下 3 个基本假定: 1) 柔性梁

的变形运动在 O-XY 平面内; 2) 只考虑梁的几何非

线性, 而材料本构特性仍假设为线性的; 3) 不考虑

梁几何和物理参数的不确定性, 仅考虑可移动简支

边支撑刚度的不确定性, 基于柔性多体系统相对描

述理论将其参数化, 假设可移动简支边不确定性导

致的支撑弹性力满足非线性强化弹性关系: 

 3( ) ( )R K x x    ,  

其中 , K 为线弹性刚度 ,  为非线性弹性刚度 , 均

为不确定性参数。 

引入以下记号 : 1) 在浮动坐标系  O-XY 中 , 柔

性梁的变形使中轴线上原来自然状态下的(x, 0)点, 

在 t 时刻变为(X, Y), 且中轴线转角为 ( , )x t ; 2) 梁

不可移动简支边端点到(X, Y)点的弧长为 s(x, t), 记

( , ) ( , ) /x t s x t x    为梁中轴线的伸长率。 

下面采用广义  Hamilton 原理 , 建立系统的动

力学方程。 

在惯性坐标系 -O XY 中, 梁的位移场为 
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 ( cos sin ) ( sin cos )X Y X Y      r i j , (1) 

受完整几何约束 

 
cos ,

sin

X

Y

 

 

 


 
 (2) 

作用, 式中 X′和 Y′表示对空间坐标 x 的偏导数。 

梁的线性本构方程为 

 
( 1),

,

N EA

M EI





 



 (3) 

式中, N 为轴力, M 为弯矩。由梁的位移场(式(1))

和本构关系(式(3))可计算得到梁的能量。 

梁的动能为 

 2 2

0
(1 / 2) ( ) ( ) d

L

T A X Y Y X x           , (4) 

式中, X 和Y表示对时间坐标的偏导数。梁的势能为 

 2 2

0
(1 / 2) ( ) ( 1) d

L

U EI EA x      。 (5) 

移动简支不确定性导致的支撑弹性变形势能为 

   2 2 4 41 2 ( , )sin 1 4 ( , )sinV KX L t X L t    , (6) 

移动简支端压力 P 所作的虚功为 

  ( , )cosW F L X L t    。 (7) 

由广义  Hamilton 原理 , 并采用  Lagrange 乘子

法, 考虑约束方程(式(2))的影响, 有 

 
2

1 0
( ) [ ( cos )

t L

t
T U V P X         

   

  ( sin )]d d 0Q Y x W t      。 (8) 

式中, P 和 Q 为 Lagrange 乘子, 其物理意义为梁在

浮动坐标系中水平和垂直方向的内力, 与梁的轴力

和剪力 S 有以下关系 

 
cos sin ,

sin cos

P N S

Q N S

 

 

 


  。
 (9) 

将已求得的动能、势能及虚功表达式代入式

(8), 即可得到系统的动力学方程组: 

2 2

0

2

cos 0,

sin 0,

[ sin cos ] 0,

( 1) [ cos sin ] 0,

d
( ) ( ) 0,

d
d

( ) ( ) 0,
d

d
[ ( ) ]d ( , )sin

d

1 1
( , )sin 2

2

L

X

Y

EI P Q

EA P Q

P A X Y A Y X
t

Q A Y X A X Y
t

A YX XY X Y x FX L t
t

KX L t

 
 

   
  

    

    

  



  
  
    
   

     

     

      
 

 



   

   

  

4 2( , ) sin sin 2 0,
2

X L t  
















  

 

及其边界条件 

 

2

3 4

(0, ) 0,

(0, ) 0, (0, ) 0,

( , ) 0, ( , ) 0,

( , ) ( , ) sin

( , )sin cos 0

X t

Y t t

Y L t L t

P L t KX L t

X L t F







  

 


  
  


 


  。

 (11) 

考虑不可拉伸梁, 即 ( , ) 1x t  , 引进无量纲化

参数, 设 

 

2 2

4

2

/ , ( ) / , / ,

/ , / ,

/ , ,

,

x L u X x L v Y L

p PL EI q QL EI

AL EI K AL

L A f F AL



   

  

   


 


 

    。

 (12) 

显然,  和 仍然为不确定性参数, 且与不确定性

刚度参数 K 和  成正比。 

记 x 为  , 则式(10)和(11)无量纲化为 

 

2 2

2 2

1
2 2

0

2

4 2

cos 1, sin ,

sin cos ,

d
( ) [ ( ) ] ,

d

d
[ ( ) ] ( ) ,

d

d
{ ( ) [( ) ] }d

d

1
[1 (1, )]sin [1 (1, )] sin 2

2

1
[1 (1, )] sin sin 2

2

u v

p q

p u v v x u
t

q v x u u v
t

vu x u v x u v x
t

f u t u t

u t

 

  

    

    



  

  

   

  

     

     

      

   

 



   

   

 

0,





















 (13)
 

对应的边界条件为 

(10)



北京大学学报 (自然科学版 )  第 52 卷   第 4 期   2016 年 7 月  

702 

图 2  可移动简支支撑刚度对简支梁特征值的影响 
Fig. 2  First three-order eigenvalues of the simply-supported

beam with different support stiffness 

 
2 2 2

3 4 2

(0, ) 0, (0, ) 0, (0, ) 0,

(1, ) 0, (1, ) 0,

(1, ) [1 (1, )]sin [1

(1, )] sin cos 0

u t v t t

v t t

p t u t

u t f





  

  

  


 


   


  。

 (14) 

不考虑轴向压缩载荷的作用, 假设梁及其可移

动弹性支撑均为小变形, 则对式(13)及其边界条件

(式(14))进行线性化 , 可获得梁横向振动的线性化

动力学模型: 

 

(4) 2 2

1

0

0,

3 d 3 0,

(0, ) 0, (0, ) 0, (1, ) 0, (1, ) 0

v v x

xv x

v t v t v t v t

  

 

   



  

     





 

。

 (15) 

做线性变换 

 w v x  , (16) 

则式(15)中梁的变形方程可变换为 

 

(4) 2

2

0,

(0, ) 0, (0, ) 0,

(1, ) (1, ) 0, (1, ) 0,

w w

w t w t

w t w t w t





  
  


   



 (17) 

此即简支–弹性支撑梁的经典线性动力学方程 , 具

有混合边界条件且未包含描述梁整体转动的变量 , 

不能描述刚性梁的转动。线性方程组(式(15))采用

相对描述方式, 同时具有描述梁相对变形和整体转

动的变量, 可描述刚性梁的整体转动, 且梁变形控

制方程的边界条件非常简单, 更有利于近似解析分析。 

2  边界不确定性对梁横向振动特性

的影响 

当简支梁可移动简支支撑刚度存在不确定性

时 , 其线性动力学模型为式(15), 其中  是表征可

移动简支支撑刚度不确定性的无量纲化参数。令 

 T T
1 2( , ) ( , ) exp(i ),v v v t   (18) 

将式(18)代入式(15), 即可得到系统线性自由振动

的无量纲化特征方程组: 

 

(4) 4 4 2
1 1 1

2
2 1

1 1 1 1

( / ) (1) 0,

(1 / ) (1),

(0) 0, (0) 0, (1) 0, (1) 0,

v v xv

v v

v v v v

  



   

 

     

 (19) 

式中,   。微分特征方程(式(19))有通解 

 1 1 2 3 4sin cos e e ,x xv cx c x c x c c         (20) 

将式(20)代入式(19), 可得到代数特征值方程: 

 3 2sin (cos cth sin ) / 2 0,         (21) 

对应的振型函数为 

1

3 2
2

( ) 2(sin sh ) sh sin sin sh ,

(sin ch cos sh ) / ( )

v x x x x

v

     

     

   


  。
 (22) 

由线性变换(式 (16)), 可得到梁在惯性坐标系

中的振型函数: 

 2 1( ) ( )w x v x v x  。 (23) 

显然, 由于  是不确定性参数, 因此特征值 

具有不确定性, 从而振型函数也具有不确定性。由

于代数特征方程(式(21))不存在解析解 , 所以采用

数值方法分析移动简支不同支撑刚度对系统前 3 阶

特征值的影响。为简单, 本文假设支撑刚度具有区

间 型 不 确 定 性 , 且 取 不 确 定 性 参 数 2 均 值 的

±10％区间进行分析。 

在不确定性参数 2 均值的±10％区间内对代

数特征值方程(式(21))进行数值求解 , 该不确定性

参数均值对系统前 3 阶均值(No.1, No.2 和 No.3)频

率的影响如图 2 所示。 

数值计算与图 2 表明: 1) 系统前 3 阶特征值随

可移动简支支撑刚度的增加而升高, 随着支撑刚度

的增加, 趋近于简支梁的前 3 阶特征值; 2) 移动简

支支撑刚度的分散性对不同阶特征值的影响不同 ,
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图 3  可移动简支支撑刚度对简支梁惯性坐标系中振型的影响 
Fig. 3  First three-order modals of the simply-supported beam with different support stiffness in inertial coordinate system 

随特征值阶数的升高逐渐向支撑刚度增加的方向偏

移 (曲线斜率最大的区域 ), 即简支支撑刚度小时 , 

对低阶(特别是第一阶)频率影响大, 简支支撑刚度

大时, 对高阶频率影响大, 支撑刚度达到一定值后, 

简支支撑的挠性对低阶频率的影响可忽略; 3) 在不

确定性参数 2 均值的±10％区间内, 第 1 阶特征

值的分散性在±3％以内, 第 2 阶特征值的分散性在

±1.5％以内, 第 3 阶特征值的分散性在±1.1％以内, 

即随着特征值阶数的升高, 其相对分散性将下降。 

下面分析可移动简支支撑刚度对简支梁振型的

影响。对于不同的支撑刚度, 梁在惯性坐标系中的

振型函数如图 3 所示, 各振型采用均方模 1 的方式

进行标准化。实线是挠性简支支撑梁的振型, 虚线

是理想简支梁的振型。 

图 3 表明: 1) 当简支梁可移动简支支撑刚度较

小(实际的简支-弹性支撑梁)时, 系统的第 1 阶振动

形态主要体现为梁的整体转动, 对第 2, 3 阶端部的

约束也较小, 与简支梁相应模态差别较大, 基本上

破坏了其相对梁中间的对称或反对称性质; 2) 随着

简支梁可移动简支支撑刚度的增加, 其对梁端部的

约束逐渐增强, 系统的第 1 阶振动形态逐渐体现为

梁的第 1 阶横向弯曲振型, 各阶振型也逐渐趋近理

想简支梁的振型, 且低阶比高阶趋近速度更快, 与

前面的特征值随支撑刚度变化的趋势一致。 

对于不同的支撑刚度, 梁在相对坐标系中的振

型函数如图 4 所示, 各振型同样采用均方模 1 的方

式进行标准化。 
图 4 表明: 可移动简支支撑刚度对简支梁相对

坐标系中的第 1 阶振型影响很小, 但对第 2, 3 阶等

高阶振型的影响非常显著, 在支撑刚度偏低的较大

范围内 , 前两阶振型都没有节点(与经典梁模态节

点的基本定性性质 [18]不同), 表明多体系统动力学

离散建模时, 需慎重采用结构的经典模态进行离散。 

3  边界不确定性对简支梁轴向压缩

稳定性的影响 

移动简支支撑刚度具有不确定性的简支梁的无 



北京大学学报 (自然科学版 )  第 52 卷   第 4 期   2016 年 7 月  

704 

 

图 4 可移动简支支撑刚度对简支梁相对坐标系中振型的影响 
Fig. 4  First three-order modals of the simply-supported beam with different support stiffness in floating coordinate system 

 
量纲化静力学方程组及其边界条件可由式 (13)和

(14)获得:  

2 2 3 4

3 2

cos 1, sin ,

sin cos ,

0,

{ [1 (1)]sin [1 (1)] sin

cos }{ [1 (1)]cos [1

(1)] sin cos }sin 0,

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (1) 0, (1) 0

u v

p q

q

p u u

f f u

u

u v v

 

  

    

   

  

 

   

  


  

      


   

 

       。

 

(24) 

方程组(24)是强非线性连续体微分代数方程

组, 无解析解。本文仅考虑其梁的一阶失稳, 依据

上节分析 , 可采用简支梁的一阶模态离散方程组

(24)的连续体微分方程组, 即设 

 1( ) sin π ,v x v x  (25) 

式中, 1v 为广义坐标。方程组(24)中的几何约束方程 

 cos 1, sinu v      (26) 

在保留到广义坐标 1v 的 3 阶项时, 可近似为 

1
2 2 2 2

1
0

1 1 1
( ) , (1) ( ) d π ,

2 2 2
u v u v x v         (27) 

 3( ) arcsin( ) ( ) 6x v v v      。 (28) 

仍然保留广义坐标 1v 、转角 及其耦合的 3 阶

项, 则方程组(24)中梁的变形势能为 

1
2 2 2 2 2

0

1 1
( ) 1 ( ) d

2 2
J f v x   

        
  

 。 (29) 

将式(25)和(28)代入式(29), 对广义坐标 1v 变分, 并

结合方程组(24)中转角满足的代数方程, 可获得移

动简支支撑刚度具有不确定性简支梁的无量纲化近

似静态平衡方程组: 
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2 2 2 2 4 2
1 1

2 2 2
1

[2(π ) ( 2 ) π ] 0,

[2( ) ( 2 ) π ] 0

f f v v

f v

   

     

     


     。
 (30) 

由式(30)可得到移动简支支撑刚度具有不确定

性时压缩简支梁的稳定性。 

1) 当 2 2Min( , π / )f   时 , 平 凡 解 1 0,v 

0  稳定。 

2) 当 2 2Min( , π / )f   时, 平凡解 1 0,v  0 

失稳, 此时存在两种情形。 

情形 1, 2 2π /  。当 (f    2 2π / ) / 2

且 弹 性 支 撑 非 线 性 刚 度 系 数 / 2  时 , 平 凡 解

1 0, 0v   失稳, 叉式分岔到后屈曲解:  

 
1 0,

2( ) / (2 )

v

f   




    ;
 (31) 

当 2 2( π ) / 2f    且 2  时 , 后 屈 曲 解 ( 式

(31))演变为 

 

2 2 2 4 2
1

2 2
1

(4 2 2π ) / π ,

[2( ) π ] / 2

v f

f v

   

    

     

      。

 (32) 

此时, 可移动弹性支撑非线性刚度较小, 使得

2  , 方 程 (30)无解 , 这是 由该 方程 的简化 所 

引起。 

情形  2, 2 2π /   。当 2 2π /f  时 , 平凡解

1 0, 0v   失稳, 叉式分岔到后屈曲解:  

 
2 2

1 2

1
2 π ,

π
0

v f



   

 

（ ）

。
 (33) 

平衡方程(30)的稳定性分析表明: 当移动简支

支撑刚度较小 , 使得无量纲参数满足 2 2π  / 时 , 

轴向压缩简支梁首先发生整体转动失稳, 随着压缩

载荷的进一步增大, 梁才可能发生弯曲失稳; 当移

动 简支支 撑刚 度加大 , 使 得无量 纲参 数满足  
2 2π /  时, 只发生梁的弯曲失稳, 而没有整体转动, 

即简支梁支撑刚度的小不确定性不影响其轴向压缩

稳定性。 

下面对上述轴向压缩稳定性问题的近似解析分

析进行初步验证和补充。首先是临界失稳值, 由于

方程组(24)的初始平衡解是平凡解 0, 0   , 在

其邻域线性化可得特征值问题:  

 

2 0,

( ) 0,

(0) 0, (1) 0

f

f

  

 

 

  
  

   。

 (34) 

特征方程(34)的特征值为 

 

2
c0,

c0

( π / ) ( 1, 2, 3, ...),if i i

f





  

  。

 (35) 

显然 , 近似分析的临界值与式 (35)的前两阶相同 , 

即近似解析分析的失稳临界值是正确的。 

由特征方程(34)和近似解析分析可知 , 由平凡

解 0, 0   失稳后分岔产生的屈曲解中, 压杆的

初始整体刚性转动和杆的初始后屈曲解是解耦的 , 

互不影响, 因此退化为两个独立的稳定性问题。当

可移动支撑刚度满足 2 2
c0,1 π /f   时, 支撑刚度

的小不确定性对其初始屈曲无影响, 因此退化为简

支杆的屈曲问题 , 关于该问题的研究已很成熟 [19], 

本文不再讨论。当然, 若载荷大到一定程度使其一

阶屈曲解发生二次分岔, 则支撑刚度不确定性的影

响需要进一步研究。 

若可移动支撑刚度满足 2 2
c0,1 π /f   , 且载

荷 f 超过临界值 c0f  时, 压杆初始仅发生整体刚

性转动, 满足非线性代数方程:  

 3[ ( ) cos cos ]sin 0f          。 (36) 

当 / 2  且 f  时 , 上式的稳定解为 π  , 即

可移动支撑非线性刚度小到满足 / 2  时, 压杆

将反转为拉杆, 此解不能由式(30)获得。 

当 / 2  且 2 2( π / ) / 2f     时, 式(36)

的稳定近似解为式(31)中的第 2 式, 初始分岔的精

确解为 

3

3

2 3 2 33

( , , )) 2 / 3( )
arccos ,

( , , )18

( , , ) 9 3 [27 4( ) ]

f

f

f f f

    
  

       

  
    

   

      。

 

(37) 

当压缩载荷进一步增大, 特别是杆的整体刚性

转动和屈曲耦合时 , 需要由方程组 (24)数值求解 , 

压杆的整体刚性转动和屈曲值有一定修正, 但分岔

和屈曲的模式不会有太大的变化(可以由式(31)和

(32)近似表示), 本文不再做进一步的分析。 
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4  结束语 

本文面向实际工程普遍存在的边界不确定性 , 

应用柔性多体系统动力学相对描述理论, 建立了可

移动简支刚度具有不确定性简支梁的非线性动力学

模型, 解析结合数值分析了可移动简支刚度不确定

性对系统振动特性和轴向压缩稳定性的影响, 得到

以下结论和认识。 

1) 应用相对描述方式建立具有边界不确定性

系统的动力学模型, 可以刻画边界不确定性导致的

系统整体运动特性, 而绝对描述方式难以直观刻画

此特性。 

2) 可移动简支支撑刚度对系统不同阶特征值

的影响不同 , 小刚度简支支撑相对对低阶(特别是

第  1 阶)频率的影响大 , 大刚度简支支撑相对对高

阶频率的影响大, 支撑刚度达到一定值后, 可移动

简支支撑的挠性对低阶频率的影响即可忽略。对于

支撑刚度不确定性对系统振动频率的影响, 当移动

简支支撑刚度参数 KL3/EI 的分散性在均值的±10％

区 间 内 时 , 简 支 梁 无 量 纲 特 征 值 参 数  ( 4 
4 2 /AL EI  )的第  1 阶的分散性在±3％以内 , 第  2

阶 的 分 散 性 在 ±1.5 ％ 以 内 , 第  3 阶 的 分 散 性 在

±1.1％以内 , 即随着特征值阶数的升高 , 其相对分

散性将下降。 

3) 对于惯性坐标系中的振型, 当简支梁可移动

简支支撑刚度较小(实际的简支弹性支撑梁)时, 系

统第 1 阶振动形态主要体现为梁的整体转动, 第 2, 

3 阶也与简支梁相应模态差别较大, 基本上破坏了

梁模态的对称或反对称性质; 随着简支梁可移动简

支支撑刚度的增加, 各阶振型也逐渐趋近理想简支

梁的振型, 且低阶比高阶趋近速度更快。 

4) 对于相对坐标系中的振型, 与惯性坐标系中

的影响不同, 可移动简支支撑刚度对第 1 阶振型影

响很小, 但对第 2, 3 阶等高阶振型的影响非常显著, 

在支撑刚度偏低的较大范围内, 前两阶振型都没有

节点(与经典梁模态节点基本定性性质不同), 体现

了整体运动对梁固有振动行为的影响特性, 表明在

多体系统动力学离散建模时, 需要慎重采用结构的

经典模态进行离散。例如应用假设模态法离散连杆

机构时, 若简单采用梁的经典模态进行离散, 其计

算精度可能难以保障。 

5) 对于可移动简支支撑刚度不确定性对轴向

压缩简支梁稳定性的影响, 当移动简支支撑刚度较

小, 满足 3 2/ πKL EI  时, 轴向压缩简支梁首先发生

整体转动失稳, 随着压缩载荷的进一步增大, 梁才

可能发生弯曲失稳; 当移动简支支撑刚度加大, 满

足 3 2/ πKL EI  时, 系统只发生梁的弯曲失稳, 而没

有整体转动, 即简支梁支撑刚度的小不确定性不影

响其轴向压缩稳定性。 

本文研究成果和认识对于梁构件约束边界设

计、柔性多体动力学理论的建模及其应用具有重要

意义。 

参考文献 

[1] Trail-Nash R W, Collar A R. The effect of shear 

flexibility and rotatory inertial on the bending 

vibrations of beams. Quarterly J of Mech and Appl 

Math, 1953, 6(2): 186–222 

[2] Huang T C. Effect of rotatory inertia and of shear 

deformation on the frequency and normal mode 

equations of uniform beams with simple end 

conditions. ASME J of Appl Mech, 1962, 28(4): 579–

584 

[3] Abbas B A H. Dynamic analysis of thick rotating 

blades with flexible roots. The Aeronautical J, 1985, 

89: 10–16 

[4] Abbas B A H. Dynamic analysis stability of a rotating 

timoshenko beam with a flexible root. J of Sound and 

Vibration, 1986, 108(1): 25–32 

[5] Rao C K. Fundamental frequencies of cantilever 

blades with resilient roots. J of Sound and Vibration, 

1988, 126(2): 363–366 

[6] Lee S Y, Kuo Y H. Beading frequency of a rotating 

beam with an elastically restrained root. ASME J of 

Appl Mech, 1991, 58(1): 209–214  

[7] Lee S Y, Kuo Y H. Beading vibrations of a rotating 

nonuniform beam with an elastically restrained root. J 

of Sound and Vibration, 1992, 154(3): 441–451 



肖世富等   简支挠性支撑梁的振动特性与轴向压缩稳定性研究    

 

707 

[8] Lee S Y, Lin S M. Beading vibrations of a rotating 

nonuniform timoshenko beams with an elastically 

restrained root. ASME J of Appl Mech, 1994, 61(4): 

949–955 

[9] Hamdan M N, Shabaneh N H. On the large amplitude 

free vibrations of a restrained uniform beam carrying 

an intermediate lumped mass. J of Sound and 

Vibration, 1997, 199(5): 711–736 

[10] Lin S M. Dynamic analysis of rotating nonuniform 

Timoshenko beams with an elastically restrained root. 

ASME J of Appl Mech, 1999, 66(3): 742–749 

[11] Lin S M. The instability and vibration of rotating 

beams with arbitrary pretwist and an elastically 

restrained root. ASME J of Appl Mech, 2001, 68(6): 

844–853 

[12] Lee S Y, Lin S M, Wu C T. Free vibration of a 

rotating non-uniform beam with arbitrary pretwist, an 

elastically restrained root and a tip mass. J of Sound 

and Vibration, 2004, 273(3): 477–492 

[13] Lin S M, Lee SY, Wang W R. Dynamic analysis of 

rotating damped beams with an elastically restrained 

root. INT J of Mech Sci, 2004, 46(5): 673–693 

[14] 肖世富 , 陈滨 . 挠性根部梁的动力学建模 . 力学与

实践, 2005, 27(5): 21–24, 38 

[15] Xiao S F, Yang M. Nonlinear dynamic modeling, 

instability and post-buckling analysis of a rotating 

beam with a flexible support. INT J of Structure, 

Stability and Dynamics, 2006, 6(4): 475–491 

[16] Xiao S F, Chen B, Yang M. Bifurcation and buckling 

analysis of a unilaterally confined self-rotating 

cantilever beam. Acta Mechanica Sinica, 2006, 22(2): 

177–184 

[17] 肖世富 , 陈学前 , 刘信恩 . 广义边界梁的动力学建

模与动态特征. 应用力学学报, 2009, 26(4): 628–632  

[18] 王大钧 , 王其申 , 何北昌 . 结构力学中的定性理论 . 

北京: 北京大学出版社, 2014 

[19] 程昌钧 , 朱正佑 . 结构的屈曲与分叉 . 兰州 : 兰州

大学出版社, 1991 

 
 


