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摘要  利用场论下的 Hamel 形式, 对几何精确梁提出一种保结构的变分积分子, 并通过数值仿真说明该算法

保持能量、动量和几何结构的特性。 
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Abstract  This paper develops a structure-preserving variational integrator for geometrically exact beam in 

Hamel’s field formalism. A simulation illustrates that the derived algorithm preserves energy, momentum and 

geometry structure. 
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几何精确梁的动力学广泛存在于大范围运动的

力学系统中 , 例如 , 可应用于柔性机器人 [1], 使之

可以做大量复杂的变形, 从而完成更多具有挑战性

的工作; 也可用于聚合物长链的动力学模拟, 在研

究  DNA 的动力学 [2]中发挥重要作用。对于几何精

确梁的模型, Reissner[3]首先提出大范围运动的应变

梁模型 , Antman 等 [4–5]在此基础上进行完善 , 得到

经典的 Kirchhoff-Love 模型。Simo 等[6]在上述模型

的基础上考虑剪切变形, 使之广泛适用于梁的大位

移和大转动的运动情形。 

 在几何精确梁的数值模拟算法研究方面, 传统

方法是直接对运动方程进行离散, 这类方法大都不

能保持系统的力学和几何结构, 存在数值耗散问题, 

不适用于长时间的运动模拟 [7]。Marsden 等 [8]基于

经典力学中 Hamilton 原理的离散形式, 提出的变分

积分子在一定程度上可以克服上述缺陷。Lew 等[9] 

 

指出, 变分积分子能够较好地保持系统的几何结构, 

避免传统离散方法的数值耗散问题。对于几何精确

梁 , Demoures 等 [10]提出李群和李代数变分积分子 , 

得到保持能量和动量的几何算法, 但该算法对空间

和时间分别离散, 没有充分利用势能的欧式群不变

性进行约化, 实现过程较复杂。Ball 等[11]对有限维

系统提出 Hamel 变分积分子, 其框架可统一描述李

群及李代数变分积分子, 尤其适用于带对称性的非

完整约束力学系统。Shi 等[12]将其在场论框架下推

广, 得到 Hamel 场变分积分子。本文将其应用于几

何精确梁, 得到一种新的保结构算法。 

本文在回顾几何精确梁模型后, 重新推导几何

精确梁的  Hamel 场方程 , 进而用  Hamel 场变分积

分子得到几何精确梁的离散运动方程。最后给出实

例, 说明该算法能长时间保持能量、动量和几何结

构的特点。 
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从式(1)和(2)求解 g 需要如下相容性条件: 

 2 ,s t s te
t s
          

。 

这可以从式(1)和(2)出发 , 直接计算验证。相容性

条件是由 t 和 s 生成的分布决定位形的可积性条

件, 在几何上可解释为局部平坦性条件, 对于一般

性的相容性条件参见文献[14]。 

求解 t 和 s 需联立方程组(3)和(4)及上述相容

性条件。 

2  几何精确梁的 Hamel 场变分积分子 

设梁的空间节点数为 K, 空间步长为 h , 时间

步长为 t , 时间步数为 N。 

为方便起见, 以下对于序列{qi, j}, 令 
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其中 0 1i N   。定义梁的离散 Lagrange 函数为 

 1/ 2, , 1/2 1/ 2, , 1/2( , ) ( , ) ,d d t s t s
i j i j i j i jl l t h l         

 

相应的作用和为 
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利用离散变分原理易得如下结论: 序列 

 1/ 2, , 1/ 2{ , | 0 1, 1 }t s
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满足离散变分原理① 
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其中, 1/2,
t
i j  和 , 1/ 2

s
i j  的变分为 
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当且仅当序列 1/2, , 1/2{ , | 0 1, 1 }t s
i j i j i N j K       

满足离散 Hamel 场方程 
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0 ,   (5) 

及以下离散的相容性条件 
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边界条件为 
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用 (3)se 的 Lie 括号及其对偶定义, 可直接验证

式(5)及(6)中的带括号项为 
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① 对适用于一般 Lagrange 场论的离散 Hamel 场方程, 参见文献[12]。 
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图 1  梁的初始状态示意图 
Fig. 1  Schematic of the deformation of beam 

该离散格式的实现步骤如下:  

1) 给定 i, 输入序列 

 , 1/2{ | 0 }s
i j j K   

 

和 

 1/ 2,{ |1 }t
i j j K    , 

并代入离散格式(5)中, 通过修正的牛顿迭代法求解

非线性方程组, 更新序列 

 1/ 2,{ |1 }t
i j j K    。 

2) 将所得的序列 

 1/2,{ |1 }t
i j j K   

 

和 

 , 1/2{ | 0 }s
i j j K    , 

代入离散格式(6)中, 求解线性方程组, 更新序列 

 1, 1/ 2{ | 0 }s
i j j K     。 

3) 重复步骤 1 和 2, 可得到所有节点处的值。 

4) 根据序列 

 1/2,{ | 0 1, 1 }t
i j i N j K       , 

并利用指数映射 

Exp : (3) SE(3)se  

及公式 

 1, , 1/ 2,Exp( )t
i j i j i jg g t   , (7) 

迭代可得到 

 1,{ | 0 1, 1 }i jg i N j K      。 

由几何精确梁的离散格式及离散的 Noether 定

理[8]可以验证, 上述算法保持如下定义的离散动量: 

 1
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1 1 1/2,
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b
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其中, 

 1

*

( , )
d ( , ) ( , ) ,u v u v v


   

  A  

 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, ,i j i j i j i j i j i jJ M           a  

 1/2, 1/2, 1/2, ,i j i j i jM   b 1 i N  。 

3  数值仿真 

考虑初始位置如图 1 所示的不受外力的几何精

确梁。其参数[15]如下: 梁 l=2π/3, 横截面是边长为

a = 0.1 的正方形, 密度 ρ=1000, 杨氏模量 E=107, 

泊松比 ν=0.35。 

取 时 间 步 长 为 ∆t=10–4 s, 空 间 节 点 数 K= 

101。根据上述的初始位形 , 计算得到初始的对流

应变变量为 

 1 2 3

1 2 3

1 , 0 ,

0 ,

  
  

   

  
 

且给定梁的初速度为 

 1 2 3

1 2 3

sin(π / ) , 1 , 0 ,

= 0

S  
  

  

  。


 

为了提高计算速度, 本文使用指数映射的近似

映射—— Cayley 变换[16], 即用下式取代式(7) 

 1, , 1/2,cay( )t
i j i j i jg g t     

 1
, 4 1/2, 4 1/2,( / 2) ( / 2)t t

i j i j i jg I t I t 
     , (7′) 

这里 I4 表示 4 阶单位矩阵。 

从图 2 可见, Hamel 场变分积分子虽不能精确

地保持能量, 但可使能量长时间稳定在一个很小区

间内。本例能量取值为 99, 振幅区间长度仅为 0.7, 

说明该数值格式有好的长时间能量表现。 

几何精确梁的角动量和线动量如图 3 所示, 说 
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图 2  梁的动能、势能和总能量 
Fig. 2  Evolution of kinetic energy, potential energy and total energy 

 

 

图 3  梁的角动量和线动量 
Fig. 3  Evolution of angular momentum and linear momentum 

 

 

图 4  T
, , 3|| ( ) ||i j i j  I   

Fig. 4  T
, , 3|| ( ) ||i j i j  I   
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图 5  梁分别在时间 t =0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 和 1 s 的状态 
Fig. 5  Snapshot of the motion and deformation at t=0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, and 1 s 

 
明该算法保持角动量和线动量。 

图 4 是旋转矩阵正交性验证结果, 误差数量级

达到 10–14, 说明该算法精确地保持李群结构。 

对于中线的节点, 每隔 10 个节点取一个截面, 

给出梁分别在不同时间点处的运动状态(图 5)。 

4  结论 

本文通过 Hamel 场变分积分子, 得到几何精确

梁的离散运动方程, 该算法具有保持能量、动量和

几何结构的特点。与以往几何精确梁的李群变分积

分子[10]不同, 在协变场论的观点下, 将时空等同离

散和变分 , 可有效地利用势能的对称性进行约化。

本文最后以  R3 中的几何精确梁为例进行仿真 , 结

果表明该算法能够长时间保持能量、动量以及李群

结构。下一步我们将进行算法分析, 与已有算法对

比 , 并将  Hamel 场变分积分子应用于 Chaplygin-

Timoshenko 雪橇等无穷维非完整力学系统。 
 

致谢  感谢 Dmitry Zenkov 在论文写作过程中
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