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摘要  利用 3 种近似对称性方法(近似 Lie 对称性法、近似 Noether 对称性法和近似 Mei 对称性法)研究典型

微扰力学系统的一阶近似对称性和近似守恒量。结果表明, 利用近似 Lie 对称性法找到的 6 个一阶近似对称

性和近似守恒量与利用近似 Noether 对称性法找到的相同, 而利用近似 Mei 对称性法只能找到其中 5 个一阶

近似对称性和近似守恒量。 
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Abstract  Three methods, which are approximate Lie symmetry method, approximate Noether symmetry method 

and approximate Mei symmetry method, are adopted to study the first order approximate symmetries and 

approximate conserved quantities of a typical perturbed mechanical system. Six identical first order approximate 

symmetries and approximate conserved quantities of the typical perturbed mechanical system are obtained by 

approximate Lie symmetry method and approximate Noether symmetry method, but only five of them can be 

obtained by approximate Mei symmetry method. 
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分析力学中研究力学系统的对称性与守恒量有

3 种对称性方法[1–2]: Lie 对称性法、Noether 对称性

法和 Mei 对称性法。引进群无限小变换, 微分方程

在此变换下保持不变为 Lie 对称性, 哈密顿作用量

在此变换下保持不变为 Noether 对称性, 力学系统

的动力学函数在此变换下仍然满足运动方程为 Mei

对称性。事实上, 许多实际力学系统的某些参数常

常会随着位移、速度和时间的变化发生微小的变

化, 即力学系统受到微扰作用, 这样的力学系统称

为微扰力学系统。此类系统的近似对称性和近似守

恒量研究对于研究力学系统的特性至关重要。目

前, 研究微扰力学系统近似对称性与近似守恒量有

两 种 近 似 对 称 性 法 : 近 似  Lie 对 称 性 法 [3] 和 近 似

Noether 对称性法[4]。引进近似的群无限小变换, 微

分方程在此变换下近似保持不变为近似  Lie 对称

性; 哈密顿作用量在此变换下近似保持不变则为近
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似 Noether 对称性, 所得的守恒量为近似守恒量。 

近年来, 关于常微分方程、偏微分方程近似对

称性和近似守恒量的研究已取得很多成果 [3–16], 文 

献[3–14]采用的方法都是近似 Lie 对称性法或近似

Noether 对称性法, 其中文献[3–11]侧重近似对称性

理论的研究, 文献[12–14]侧重近似对称性理论的实

际应用, 文献[15]提出用直接积分法求近似守恒量

的方法, 文献[16]将直接积分法应用于求二阶近似

守恒量。但是 , 到目前为止 , 还没有建立用近似

Mei 对称性研究近似守恒量的理论, 关于 3 个近似

对称性理论相互关系方面也没有深入的研究。事实

上, 近似 Lie 对称性法和近似 Noether 对称性法是

在 Lie 对称性法和 Noether 对称性法的基础上发展

起来的, 那么在 Mei 对称性法的基础上也可以建立

相应的近似 Mei 对称性法, 即引进近似的群无限小

变换, 力学系统的动力学函数在此变换下近似满足

运动方程为近似 Mei 对称性。 

本文分析近似 Lie 对称性、近似 Noether 对称

性和 Mei 对称性理论, 讨论 3 种对称性间的关系, 

并以频率比为 2:1 的弱非线性耦合谐振子为例, 研

究系统的一阶近似对称性和近似守恒量。 

1  近似 Lie 对称性、近似 Noether 对

称性和近似 Mei 对称性理论 
1.1  近似 Lie 对称性理论[3] 

具有 n 个自由度的微扰 Lagrange 力学系统, 其

Lagrange 函 数 可 以 表 示 为 ( , , , )s sL L t q q   , 其 中

sq 为广义坐标, sq 为广义速度, 0 1  为微扰系

数。微扰  Lagrange 力学系统的运动微分方程可以

表示为 

 
d

0 ( 1, 2, ..., )
dt s s

L L s n
q q
 

  
 

, (1) 

方程(1)可简写为 

 ( ) 0sE L  , (2) 

其中
d

dts
s s

E
q q
 

 
 

为 Euler 算子。假设系统(式

(1))非奇异, 即设 

 
2

det 0
s k

L
q q

 
    

, (3) 

则可求出所有的广义加速度:  

 ( , , , )s s s sq a t q q   。 (4) 

引进近似的群无限小变换  

 
( , , , ),

( ) ( ) ( , , , ),

s s

s s s s s

t t t q q

q t q t t q q

 

 



 

  


 




 (5) 

其中 s=1, 2, …, n,  为无限小参数,  和s 为无限

小变换生成元。式(5)的无限小生成元向量为 

 (0)

1

n

s
s s

X
t q

 


 
 

  , (6) 

式(6)的一次扩展为 

 (1) (0)

1

( )
n

s s
s s

X X q
q

 



  

   


,  (7) 

二次扩展为 

 (2) (1)

1

( 2 )
n

s s s
s s

X X q q
q

  



   

     


。 (8)  

式(5)~(8)中, 

 
0 0

,
k k

i i
i s si

i i
     

 

   , (9) 

其中 s=1, 2, …, n, k 为微扰项的阶数。 

运动微分方程(1)的 k 阶近似 Lie 对称性是指 

式(4)在近似的群无限小变换(式(5))下近似保持不   

变[3], 即 

 (2) 1( ) ( )k
s sX q a O    。 (10) 

若存在规范函数 

 
0

( , , )
k

i
s s i

i
G G q q G 



  
 

 ( 1, 2, ... , )s n  (11) 

满足 

1 1 1

,

n n n

s s s
s s ss s s

L L L LL q
t q q q

G

   
  

    
        

 

    
 


 

(12)

 

则系统存在 k 阶近似守恒量 

 
0

k
i

i
i

I I


  , (13) 

且 

 
1

( )
n

s s
s s

LI L q G
q

  



   

 


, (14) 
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满足 

 1d
( )

d
kI O

t
  。 (15) 

将式(4)代入式(10)并展开, 令 0 1, , ..., k   的系

数为 0, 可求得无限小生成元和s。将所得生成元

代入式(12), 并比较等式两边 0 1, , ..., k   的系数可

求得规范函数 G 。将  Lagrange 函数 L 及求得的无

限小生成元和s 以及规范函数 G 代入式(14), 可

求得系统的近似守恒量 I 。 

在式 (13)中 , 若 0 0, ( 1, 2, ..., )iI I i k  均为 0, 

则称 I 为未受微扰力学系统的精确守恒量, 相应的

对 称 性 为 未 受 微 扰 力 学 系 统 的 精 确 对 称 性 。 若

0 0,I  且至少有一个 ( 1, 2, ..., )iI i k 不为 0, 则称

I 为微扰力学系统稳定的近似守恒量, 相应的对称

性为稳定的近似对称性。若 0 0,I  且至少有一个

( 1, 2, ..., )iI i k 不为 0, 则称 I 为微扰力学系统平

凡的近似守恒量 , 相应的对称性为平凡的近似对  

称性。  

1.2  近似 Noether 对称性理论 
近似 Noether 对称性[4]指在近似的群无限小变

换(式(5))下, 哈密顿作用量在此变换下近似保持不

变, 即 

 

2

1

*
2

*
1

* * * 1

( , , , )d

( , , , )d ( ) ,

t

s s
t

t
k

s s
t

L t q q t

L t q q t O



   








 

 (16)
 

则称无限小变换(式(5))为近似 Noether 对称变换。 

若 无 限 小 生 成 元 ( 式 (9)) 和 规 范 函 数 ( 式 (11))  

满足确定方程 (12), 则存在相应的近似守恒量 (式

(14))。 

将式 (9)和 (11)代入式 (12), 并比较式 (12)两边
0 1, , ..., k   的系数, 可求得无限小生成元和s 以

及规范函数 G 。将  Lagrange 函数 L 及求得的无限

小生成元和s 以及规范函数 G 代入式(14), 可求

得系统的近似守恒量 I 。 

1.3  近似 Mei 对称性理论 
假设经无限小变换(5)后 , 系统的  Lagrange 函

数 ( , , , )L t q q  变成 *L :  

 

*
* * *

*

(1) 2

d
, , ,

d

( , , , ) ( ) ( )

qL L t q
t

L t q q X L O



  

 
  

 
   。

 

(17)

 

如果用变换后的  Lagrange 函数 *L 代替变换前

的 L 时, 方程(2)的形式近似保持不变, 即 

 * 1( ) ( )k
sE L O   , (18) 

那 么 称 这 种 不 变 性 为 系 统 的 k 阶 近 似 Mei 对    

称性。 

将 式 (17)代 入 式 (18), 忽 略 2 及 更 高 阶 小 量 , 

并利用式(2), 得到 

 (1) 1( ( )) ( )k
sE X L O   。 (19) 

对于微扰 Lagrange 力学系统(式(2)), 如果无限

小生成元 , s  满足方程(19), 则相应的近似不变性

为系统的 k 阶近似 Mei 对称性。方程(19)称为近似

Mei 对称性的判据方程。 

若无限小生成元(式(9))和规范函数(11)满足确

定方程(12), 则存在相应的近似守恒量(式(14))。 

将  Lagrange 函 数 L 代 入 式 (19)并 展 开 , 令 0, 

1,…, k 的系数为 0, 可求得无限小生成元   和s。

将所得生成元代入式(12), 并比较等式两边0, 1,…, 

k 的系数可求得规范函数 G 。将 Lagrange 函数 L
及求得的无限小生成元和s 以及规范函数 G 代入

式(14), 可求得系统的近似守恒量 I 。 

1.4  3 种对称性的关系 
若无限小生成元(式(9))满足式(10), 说明系统

具有近似 Lie 对称性。若无限小生成元(式(9))满足

式(10)且满足式(12), 并能找到相应的规范函数, 则

说 明 系 统 既 具 有 近 似  Lie 对 称 性 , 又 具 有 近 似

Noether 对称性 , 找到的近似守恒量既是近似  Lie

对称性守恒量, 又是近似 Noether 对称性守恒量。 

若无限小生成元(式(9))满足式(19), 则说明系

统具有近似 Mei 对称性。若无限小生成元(式(9))同

时满足式(10)和(19), 则说明系统同时具有近似 Lie

对称性和近似 Mei 对称性。 

若无限小生成元 (式 (9))同时满足式 (10), (12) 

和(19), 并能找到相应的规范函数 , 则说明系统同

时具有近似  Lie 对称性、近似  Mei 对称性和近似

Noether 对称性 , 找到的近似守恒量既是近似 Lie

对称性守恒量, 又是近似 Mei 对称性守恒量, 也是

近似 Noether 对称性守恒量。 

2  典型微扰力学系统的一阶近似对

称性和一阶近似守恒量 

频 率 比 为  2:1 的 弱 非 线 性 耦 合 谐 振 子 的

Lagrange 函数[13]为 
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 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1
2

2 2 2
L x x x x x x      , (20) 

运动微分方程为 

 
2

1 1 2

2 2 1 2

4 ,

2

x x x

x x x x





   


  



 。
 (21) 

2.1  一阶近似 Lie 对称性与近似守恒量 
研究系统的一阶近似  Lie 对称性与近似守恒

量。将式(21)代入式(10)并展开, 令 0 1,  的系数为

0, 可求得如下 6 组生成元[13]: 

 
0 1 11 21

10 20

1, 0,

0,

   

 

    


 
 (22a)   

 
0 10 20 1

11 21

0, 1,

0,

   

 

    


 
 (22b) 

 
0 10 20 1

11 21 2

0, 1,

0, ,x

   

 

    


   
 (22c) 

 0 10 20 1

11 1 21

0, 1,

, 0,x
   
 

    
    

 (22d) 

 0 10 20 1

11 2 2 21 2 1 1 2

0, 0,

, 2 ,x x x x x x
   
 

   
      

 (22e) 

 

0 1

10 2 2 20 2 1 1 2

2 2
1 2 2 2 1 1 2

11

2
21 1 2 1 2 1

2 2 3
2 2 1 2 2

0, 0,

, 2 ,

8 5 3
,

8

1
( 4 8

8

3 3 3 )

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x

 

 





 


  


   


    

  

  

   

 

    。

 (22f) 

说明频率比为 2:1 的弱非线性耦合谐振子系统具有

6 个一阶近似 Lie 对称性。将式(20)和(22)代入式

(12), 并比较等式两边 0 1,  的系数, 可求得与上述

6 组生成元相应的规范函数[13]:  

 0 10, 0G G  , (23a) 

 0 10, 0G G  , (23b) 

 2 2
0 1 2 2

1 1
0,

2 2
G G x x   , (23c) 

 2 2
0 1 1 1

1
0, 2

2
G G x x   , (23d) 

 2 2
0 1 1 2 1 2 2 1 20,G G x x x x x x x      , (23e) 

 

2 2
0 1 2 1 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2

4 2 2
1 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 4
2 2 1 2 2

,

1
(8 8

32

32 5 10

6 18 9 )

G x x x x x x x

G x x x x

x x x x x x x

x x x x x

   

   

   

  

  



  

    。

 
(23f)

 

将式(20), (22)和(23)代入式(14), 得到 6 个一阶

近似守恒量[13]:  

 1 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1
2

2 2
I x x x x x x      , (24a) 

 2 2 2 2 2 1
1 2 1 2 0

1 1
2

2 2
I x x x x I       

 
  , (24b) 

 3 2 2 2
1 1 0

1
2

2
I x x I     

 
 , (24c) 

 4 2 2 3
2 2 0

1 1

2 2
I x x I     

 
 , (24d) 

 5 2 2 4
1 2 1 2 2 1 2 0( )I x x x x x x x I       , (24e) 

  

6 2 2
1 2 1 2 2 1 2

2 2 2 2 4
2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

4 2 2
2 1 2

(10 6 3
32

8 8 32

5 6 ),

I x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

x x x



   

  

  



  

  

  

 

 

(24f)

  

其中, 

 1 2 2 2 2
0 1 2 1 2

1 1
2

2 2
I x x x x     , (25a) 

 2 2 2
0 1 1

1
2

2
I x x  , (25b) 

 3 2 2
0 2 2

1 1

2 2
I x x  , (25c) 

 4 2 2
0 1 2 1 2 2 1 2I x x x x x x x     。 (25d) 

1
0I , 2

0I , 3
0I 和 4

0I 为不受非线性耦合项作用的二维

各 向 异 性 谐 振 子 的  4 个 守 恒 量 , 均 满 足 0d
0

d

iI
t


(i=1, 2, 3, 4), 其中 1
0I 为系统的总能量, 2

0I 和 3
0I 为

两个分振子的能量, 这 4 个守恒量不是相互独立的, 

存在 1 2 3
0 0 0I I I  的关系。 1I 为弱非线性耦合谐振子

的哈密顿函数, I 2, I 3, I 4 和 I 5 为平凡的一阶近似守

恒量, I 6 为稳定的一阶近似守恒量。 
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2.2  一阶近似 Noether 对称性与近似守恒量 
研究系统的一阶近似 Noether 对称性与一阶近

似守恒量。式(22)表示的 6 组生成元和式(23)表示

的 6 个规范函数均符合 Noether 恒等式(12), 因此, 

系统同时具有式(22)表示的  6 个一阶近似  Noether 

对称性和式(24)表示的 6 个一阶近似 Noether 守恒量。  

2.3  一阶近似 Mei 对称性与近似守恒量 
研究系统的一阶近似 Mei 对称性与一阶近似

守恒量。将式(20)代入式(19), 只能求得如下 5 组

生成元:  

 0 1 11 21

10 20

1, 0,

0,

   
 

    
  

 (26a) 

 0 10 20 1

11 21

0, 1,

0,

   
 

    
  

 (26b)  

 0 10 20 1

11 21 2

0, 1,

0, ,x
   
 

    
    

 (26c) 

 0 10 20 1

11 1 21

0, 1,

, 0,x
   
 

    
    

 (26d) 

 0 10 20 1

11 2 2 21 2 1 1 2

0, 0,

, 2x x x x x x
   
 

   
       。

 (26e) 

这 5 组生成元与式(22)中的前 5 组相同。将式(20)

和 (26)代入式 (12), 并比较等式两边 0 1,  的系数 , 

可求得与上述 5 组生成元相应的规范函数:  

 0 10, 0,G G   (27a) 

 0 10, 0,G G   (27b) 

 2 2
0 1 2 2

1 1
0, ,

2 2
G G x x    (27c) 

 2 2
0 1 1 1

1
0, 2 ,

2
G G x x    (27d) 

 2 2
0 1 1 2 1 2 2 1 20,G G x x x x x x x      。 (27e) 

这 5 个规范函数与式(23)中前 5 个规范函数相同。 

将式(20), (26)和(27)代入式(14), 得到 5 个一阶

近似守恒量:  

 1 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1
2

2 2
I x x x x x x      , (28a) 

 2 2 2 2 2 1
1 2 1 2 0

1 1
2

2 2
I x x x x I       

 
  , (28b) 

 3 2 2 2
1 1 0

1
2

2
I x x I     

 
 , (28c) 

 4 2 2 3
2 2 0

1 1

2 2
I x x I     

 
 , (28d) 

 5 2 2 4
1 2 1 2 2 1 2 0( )I x x x x x x x I       。 (28e) 

这 5 个守恒量与(24)式中的前 5 个守恒量相同。由

近似  Mei 对称性只能求得微扰力学系统的哈密顿

函数和 4 个平凡的一阶近似守恒量, 不能求得稳定

的一阶近似守恒量。 

3  结论 

本文阐述了  3 种近似对称性理论及其相互关

系, 并用 3 种近似对称性理论研究了频率比为 2:1

的弱非线性耦合谐振子的近似对称性与近似守恒

量 , 结 果 表 明 , 利 用 近 似  Lie 对 称 性 法 和 近 似

Noether 对称性法能找到 6 个相同的一阶近似对称

性和近似守恒量。6 个近似守恒量中, 1 个是系统的

哈密顿函数; 4 个是平凡的一阶近似守恒量, 1 个是

稳定的一阶近似守恒量。用近似 Mei 对称性法只

能找到 5 个一阶近似对称性和近似守恒量, 且 5 个

近似守恒量与用近似 Lie 对称性法和近似 Noether

对称性法找到的其中 5 个相同。用近似 Mei 对称

性法只找到哈密顿函数和 4 个平凡的一阶近似守恒

量 , 不能找到稳定的一阶近似守恒量。结果说明 , 

系统要具有近似 Mei 对称性的条件更严。  
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