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基于能量–Casimir方法的刚–液–柔耦合航天器 
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摘要  采用能量Casimir 法对含有柔性附件的充液航天器系统的稳定性进行研究。首先, 将燃料晃动和柔性

附件分别简化为弹簧–质量块模型和剪切梁模型, 建立航天器系统的刚液柔耦合模型, 通过分析主刚体、

液体燃料和柔性附件各部分的动能和势能, 推导得到系统的能量Casimir 函数; 然后, 计算能量-Casimir 函

数的一阶变分和二阶变分, 从而推导出航天器系统的非线性稳定条件; 最后, 通过数值计算, 得到参数空间

中系统的稳定和不稳定区域。研究结果显示, 航天器刚体的转动惯量、剪切梁的长度、航天器自旋角速度及

储液腔的充液比对航天器的姿态稳定性有较大影响。 
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of Spacecraft Systems by Using the Energy-Casimir Method 
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Abstract  The stability of liquid filled spacecraft with flexible appendage was researched by using energy-

Casimir method. Liquid sloshing dynamics was simplified by spring-mass model, and flexible appendage was 

modeled as a linear shearing beam. Rigid-liquid-flexible coupling dynamics of spacecraft was built. The energy 

function and the Casimir function were derived by analyzing the energy function of a rigid body, liquid sloshing 

and a flexible appendage. The nonlinear stability condition of coupled spacecraft system was derived by computing 

the first and second variation of energy-Casimir function. The stable and unstable regions of the parameter space 

were given in the final section with numerical computation. Related results show that the inertia matrix, the length 

of shearing beam, the spacecraft spinning rate, and the filled ratio of liquid fuel tank have strong influence on the 

stability of coupled spacecraft system. 
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随着航天事业的发展, 现代航天器需要携带大

量的液体燃料, 并且带有太阳能帆板、天线、机械

臂等柔性附件, 多为刚–液–柔耦合系统。相关研究

表明, 由于耦合效应的存在, 航天器系统存在着静

止、周期运动、准周期运动和混沌运动等复杂的非

线性现象, 且在不同的外激励参数下, 面内/外模态

的稳态动力学行为会发生变化[1–2]。 

很多学者对刚柔耦合系统的稳定性进行了深入

研究。Krishnaprasad 等 [3]通过  Poisson 流形和简化

方 法 得 到 刚 柔 耦 合 系 统 的  Poisson 括 号 , 并 采 用

Poisson 括号及系统的能量函数得到系统的运动方

程, 通过能量Casimir 法对系统的稳定性进行分析, 
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图 1  含有附件的充液航天器示意图 
Fig. 1  Dynamic model of spacecraft with liquidfuel  

and flexible appendage 

 

图 2  储液腔燃料晃动等效力学模型 
Fig. 2  Equivalent mass-spring mechanical model  

of fuel sloshing in the tank 

得到非线性稳定性条件。基于  Krishnaprasad 等 [3]

的研究, Posbergh 等 [4]对带有柔性附件刚体的非线

性稳定性分析进行详细推导, 得到系统自旋稳定的

条件。Kane 等 [5]讨论带有柔性附件刚体平动和转

动相互耦合的情况, 对由科氏力造成的离心刚化效

应进行研究, 并对结果进行数值仿真。Bloch[6]针对

由平面刚体和柔性附件组成的系统, 分别建立存在

离心刚化和不存在离心刚化的两种模型, 并运用能

量–动量法对两种情况的平衡点非线性稳定进行  

分析。 

岳 宝 增 等 [7] 以 及  Ahmad 等 [8] 分 别 采 用 能 量 

Casimir 法对部分充液航天器姿态运动的稳定性进

行研究, 通过将液体晃动分别等效为质量弹簧模型

和球摆模型, 建立充液航天器的力学模型, 并通过

能量Casimir 法得到耦合系统的稳定性条件。杨旦

旦等 [9]基于  Lyapunov 稳定性理论 , 研究带轻质悬

臂梁附件充液航天器的姿态机动控制问题, 将晃动

液体用黏性力矩球摆模型等效 , 利用  Lyapunov 稳

定性理论得到姿态机动的稳定性判据, 并通过数值

仿真验证了控制算法的有效性。 

本文基于能量Casimir 法, 研究含有柔性附件

充液航天器系统的稳定性。为简化起见, 将晃动液

体燃料简化为质量–弹簧模型 , 仅考虑液体燃料沿

本体坐标系某一坐标轴方向的横向晃动。设定航天

器的储液腔为椭球形 , 将柔性附件简化为线性剪 

切梁。 

1  航天器动力学建模 

考虑如图 1 所示的含有柔性附件和椭球形储液

腔的刚体航天器。 

设惯性坐标系原点为储液腔的几何中心 O, 航

天器刚体部分的质量(除燃料和柔性附件之外的质

量)为 Hm , 选择点 O 为本体坐标系原点, 本体坐标

系沿刚体航天器惯性主轴方向, 其中坐标轴的单位

向量为 1 2 3( , , )e e e , 本体坐标系相对于惯性坐标系中

的角速度为, 刚体航天器关于本体标架惯性矩阵

为 H 11 22 33diag( , , )j j jJ 。 

液体燃料晃动的简化力学模型通过质量–弹簧

模型描述, 如图 2 所示。晃动质量为 m , 在本体坐

标系中为 T
1( , 0, )m mr ar , 晃动质量静止位置记为

T
1(0, 0, )m a r 。不参与晃动燃料的质量为 Fm , 在本

体 坐 标 系 为 T
F 2(0, 0, )ar 。 对 任 意 向 量  a=

T
1 2 3( , , )a a a , 定义 a 的反对称矩阵 S(a)为 

 
3 2

3 1

2 1

0

( ) 0

0

a a
a a
a a

 
   
  

S a 。 (1) 

根据以上定义 , 对于任意向量 b T
1 2 3( , , )b b b , 

有 ( ) a b S a b 。航天器相对于本体坐标系的静止

总质量为 S H Fm m m  。首先 , 考虑晃动质量 m 的

动能为 

1
( ) ( )

2mK m    m mΩ r Ω r
 

 
1

( )
2

m m      。m m m mΩ r r r r  (2) 

未晃动质量 Fm 和航天器的刚体部分 Hm 的动能分别

表示为 

T T
F F F F F F F

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
K m m    Ω r Ω r Ω S r S r Ω , (3) 

 T
H H H H H

1 1
( ) ( )

2 2
K m    Ω r Ω r Ω J Ω。 (4) 

根据式(2)~(4)可得到刚液耦合航天器系统的动
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能为 

 

T T
H F

S

1
( )

2
( ) ( ) ( )

,
( )

mK K K K

m m
m m

    

  
    





m

m m m

m m

Ω r

J S r S r S r Ω

S r I r

 

(5)

 

其 中 , T
S H F F F S1 S2 S3( ) ( ) diag( , , )m j j j  J J S r S r 为

Sm 相 对 于 本 体 坐 标 系 的 惯 性 矩 , S1 11j j 
2 2

F 2 S2 22 F 2 S3 33, ,m a j j m a j j   。 

晃动模型的等效弹性力为 

 int ( ) / ( )m m m mk P       f r r r r , (6) 

其中 , k 为等效弹性系数。因此 , 弹性势能为 P 

( ) ( ) / 2k    m m m mr r r r , 航天器系统刚体和液体部分

的能量为动能和弹簧的弹性势能之和:  

1

ST T ( ) ( ) ( )1
( )

( )2

1
( ) ( )

2

H K P
m m

m m

k

 

 
   
 

     
 




。

m m m
m

m

m m m m
m

J S r S r S r
Ω r

S r I

Ω
r r r r

r

 

(7)

 

下面将柔性附件简化为线性可伸展的剪切梁模

型, 设定梁在静止状态下沿着本体坐标系的 e3 轴方

向 , 柔 性 附 件 与 刚 体 的 连 接 点 在 本 体 坐 标 下 为

b=(0, 0, b)T。令0 为单位长度的剪切梁的质量, L
为剪切梁的长度, 剪切梁在静止状态下点 s∈[0, L]

在梁发生小变形时对应的位置为 rb(s), 动量密度为

(s), 令 K 为剪切梁弹性系数的对角阵, 则剪切梁

的能量函数为 

 

2

2
0 0

0

( )1 1
d d

2 2

L L
b bs

H s s
s s

 
  

  
σ r r

K 。 (8) 

剪切梁的边界方程为 

 
 
 

T

T

3

(0) 0, 0, ,

( ) 0, 0,1

b

b

b

L

  

   。

r b

r e
 (9) 

因 此 , 由 式 (7)和 (8)可 以 得 到 耦 合 航 天 器 系 统 的

Hamilton 函数为 

1 2

ST T

2

0
0

( ) ( ) ( )1
( )

( )2

( )1 1
( ) ( ) d

2 2

L

H H H
m m

m m

s
k s



 

  
     

     




m m m
m

m m

m m m m

J S r S r S r Ω
Ω r

S r I r

σ
r r r r

 

 
0

1
d ,

2

L
b b s
s s

 


 
r r

K  (10) 

可推出刚–液耦合系统总的角动量及晃动质量线动

量的表达式为 

 
S ( ) ,

( )m

m m
m m

     
   


 。

m m m m

m m

Π J Ω r r Ω r r

P S r Ω r
 (11) 

因此, 考虑边界条件, 可得到系统的动力学方程为 

 

3 3

0

0

2

2

( )

d ,

,

d
,

d

( )

b

L
b b b

b b

b

m m

L b

s
s s s

s

k



      

           

   




   

    









 。m m

Π Π Ω r Ke e

r r r
K K

σ
r Ω r

r
σ K Ω σ

P P Ω r r

 (12) 

2  稳定性分析 

考虑耦合系统不受到外力和外力矩, 则系统的

能量和角动量为守恒量。可通过能量函数以及定义

Casimir 函数, 运用能量Casimir 法判断刚–液–柔

系统的稳定性。令 

 
2

S
0

( ) d
L

bC m m s       
m m m mJ Ω r r Ω r r r σ ,  

定义  Casimir 函数
1

( )
2 C C  以及  Casimir 函数的

一阶导数和二阶导数分别为 

 
,C

C





 
   

2

2
C

C





 


。
 

因此能量函数和 Casimir 函数的和为 

S

1
( ) ( ) ( )

2

1 1 1
( ) ( )

2 2 2

H m m

m k

        

        



 

m m m m

m m m m m m

Ω r Ω r Ω r r

r r J Ω Ω r r r r

 
2

0 0
0

( )1 1
d d

2 2

L L
b bs

s s
s s




 
  

   。
σ r r

K  (13) 

下面求函数 H+ 的一阶变分。定义 



岳宝增等   基于能量Casimir 方法的刚液柔耦合航天器系统稳定性分析    

 

611 

 

1

S

2

2
0

0

3
0

1
( ) ( ) ( )

2
1 1

2 2
1

( ) ( ),
2

( )1
d ,

2

1
d

2

L

L
b b

f m m

m J

k

s
f s

f s
s s



       

     

    

 


     





  

m m m

m m m

m m m m

Ω r Ω r Ω r

r r r Ω Ω

r r r r

σ

r r
K

 (14) 

分别表示刚–液系统的能量函数及剪切梁的动能和

势能函数。对以上各式进行变分, 则有 

 

1

S

D( ) ( ( ) ( )

) δ ( ) δ

( ( ) ( )

( )) δ ,

f m m

m

m m

k

      

     

    

 



 



m m m m

m m m

m m

m m m

Ω r r r r

J Ω Ω Ω r r r

Ω r Ω r Ω

r r r

 

(15)

 

2
0

0

3
0

δ
D( ) d ,

δ
D( ) d

L

L
b b

f s

f s
s s






 
 

 



 。

σ σ

r r
K

 

(16)

 

根据边界条件 δ (0) δ ( ) 0b b L r r , 则 D( f3)可表示为 

2

3 2
0

2

2
0

D( ) d

d

L
b b

b b

L
b

b

f s
s s s

s
s

 



             


  




 。

r r
K r r

r
K r

 

(17)

 

定义 

S
0

( ) d
L

bm m s       
m m m mα J Ω r r Ω r r r σ  (18) 

表示耦合航天器系统的总角动量 , 则  Casimir 函数

 的一阶变分为 

T
S

0 0

D ( ) δ

( ( ) ) δ

( ( ) ( )

) δ δ

( ) δ d ( ) δ d
L L

b b

C

m

m

s s

 







 

 

     

     

      

      

 

。

m m

m m

m m m m

α α

J α α r r Ω

α r Ω α r

Ω α r r α r r

α σ r α r σ

 

(19)

 

根据式 (15)~(17)和 (19)可以得到函数  H+的一阶 

变分:  

 
S

T
S

D( ) [ ( ) ( )

( ) ] δ

H m m

m



 

       

     


m m m m

m m

J Ω Ω r r r r

J α α r r Ω
 

2

2
0

0 0
0

( ) δ

( ( ) ( )

( ) ( ( )

( ) )) δ

( ) δ d

d ( ) δ d

L
b

b

L L

b

m

m m

k m

s
s

s s







 


     

    

     

     

      
 

     
 



 

 





。

m m m m

m m

m m m

m m m

Ω r r α r r

Ω r Ω r Ω

r r α r Ω

α r Ω α r r

r
K α σ r

σ σ
α r σ

 

(20)

 

设定系统的平衡点为 ( , , , , )e e e e e
b

m mΩ r r σ r , 令 

 S ( )e e e e em    m mα J Ω r r Ω  

     
0

d
L

e e e e
bm s  

m mr r r σ 。 (21) 

在 平 衡 点  D(D+)=0, 下 面 求 二 阶 变 分  D2(H 
+)。首先考虑能量函数 H 的二阶变分, 对式(15)

进行一阶变分, 可得到 f1 的二阶变分:  

T T T
1 S

T T

T T T

T T T

T T T

T T T

T T T

T

D(D ) δ [ ( ) ( ) ]δ

δ [ ( )]δ

δ [ ( ( ) ( ) ( )

( ))]δ δ [ ( ( ))]δ

δ [ ]δ δ [ ( )]δ

δ [ ( ( ) ( ) δ ( )

( ))]δ δ [ ( )]δ

δ

f m

m

m

m

m m

m

m

  

 

   

 

  

   

 



 

  

 

m m

m m

m m

m m m m

m m m m

m m m

m m m

Ω S r S r J Ω

Ω S r r

Ω S r S Ω S Ω r

S r r r S r Ω

r I r r S Ω r

r S Ω S r Ω r

S r Ω r S Ω r

r T

T T T
1

[ ( ) ( ) ]δ

δ

(δ δ δ ) δ ,

δ

m k

 
   
 
 

 

m m

m m m

m

S Ω S Ω I r

Ω

Ω r r M r

r

 

(22)

 

其中,  

        

T
S

1

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

m m m m m m

m

m m m

m m m
m m m

m m m k

    
 

  
       





J S r S r S r S r S Ω S Ω r S r

M S r I S Ω

S Ω S r S Ω r S r S Ω S Ω S Ω I

。 
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类似地, 根据式(15)和(17), 并考虑边界条件, 可得

到 f2 和 f3 的二阶变分: 

2
0

0

2

3 2
0 0

δ δ
D(D ) d ,

δ δ δ
D(D ) δ d d

L

L L
b b b

b

f s

f s s
s ss


 



   

      



  。

σ σ

r r r
K r K

 (23) 

设定 K 为对角阵, 可采用 Pioncare 类不等式,

对式(23)的下界进行估计:  

 
0 0

δ δ
d δ δ d

L L
b b

b bs c s
s s

 
  

  
r r

K K r r , (24) 

其中, 2 2π / (4 )c L , 因此 

2
1 2 3

T T T

T T

T T T

T T T

T T T

T T T

T

D ( ) D(D ) D(D ) D(D )

δ [ ( ) ( ) ]δ

δ [ ( )]δ

δ [ ( ( ) ( ) ( )

( ))]δ δ [ ( ( ))]δ

δ [ ]δ δ [ ( )]δ

δ [ ( ( ) ( ) ( )

( ))]δ

S

H f f f

m

m

m

m

m m

m

  

  

 

   

 

  

   





 

  



m m

m m

m m

m m m m

m m m m

m m m

m

Ω S r S r J Ω

Ω S r r

Ω S r S Ω S Ω r

S r r r S r Ω

r I r r S Ω r

r S Ω S r S Ω r

S r Ω T T

T T

T T

0 0
0

δ [ ( )]δ

δ [ ( ) ( ) ]δ

1
δ δ d δ δ d

L L

b b

m

m k

s c s




 

 



。

m m

m m

r S Ω r

r S Ω S Ω I r

σ I σ r K r

 

(25)

 

下面考虑表达式  Casimir 函数二阶变分 , 对应

的表达式为 

2

S

0

2

0

D ( ) (2 δ ) δ δ δ D(δ )

(2 ) ( δ δ ( )

(δ ) ( δ )

δ δ δ d

δ d ( 2 δ (δ )

2 δ ( δ ) 2 (δ δ )

m m

m m m m

L

m m m m b

L

b m m

m m m m

C

m

m m

m m s

s m

m m

   

 



        

       

     

     

       


     





 

a a a a a a a a

a a I J r r

r r r r

r r r r r

r a r r

r r r r

 

 



 

 

 

0
2 δ 2 δ δ d ),

L

m m bm s   r r r   

 

(26) 

展开式(26)右端的后两项, 可得 

T T T

T T

T T T

T T

T T T

0 0

δ [ ( ) ( ) ( )]δ

δ [ ( ) ( ) ( )]δ

δ [ ( )]δ δ [ ( )]δ

δ [2 ( ) ( )]δ

δ [ ( )]δ d δ [ ( )]δ d
L L

b b

m

m

m m

m

s s





 



 

   

   

  

 

  

 

。

m m m

m m m

m m m m

m m

r S α S r S α r Ω

Ω S r S α S α r r

r S α r r S α r

r S α S Ω r

r S α σ σ S α r

 

(27)

 

因此, 式(25)可重新表示为 

2

S

2

0 0

T T T

T T

T

D ( )

(2 δ ) δ δ δ D(δ )

(2 )( δ δ ( )

(δ ) ( δ ) δ

δ δ d δ d )

δ [ ( ) ( ) ( )]δ

δ [ ( ) ( ) ( )]δ

δ

L L

b b

C

m

m m m

m s s

m

m



  

 





        

       

       

     

   

   

 





m m

m m m m m m

m m

m m m

m m m

α α α α α α α α

α α I J Ω r r Ω

r r Ω r r Ω r r

r r r σ r σ

r S α S r S α r Ω

Ω S r S α S α r r

T T[ ( )]δ δ [ ( )]δm m    
m m m mr S α r r S α r

 

T T

T T T

0 0

δ [2 ( ) ( )]δ

δ [ ( )]δ d δ [ ( )]δ d
L L

b b

m

s s



 

 

   。

m mr S α S Ω r

r S α σ σ S α r
 

(28)
 

由式(25)和(28)可得 

2 T T T
1

T T
1

0

S

0

2

0

δ

D ( ) (δ δ δ ) δ

δ

δ
(δ δ )  d

δ

(2 )([

( ) ( )]δ [ ( )

( ) ( ) ( )]δ

( )δ ( )δ d

( )δ d ) ,

L

b
b

L

b

L

b

H

s

m m

m s

s



 

 
    
 
 

 
 

 

   

  

 

 







 





m m m

m

m m m

m m m

m m

Ω

Ω r r R r

r

σ
σ r T

r

α α I J

S r S r Ω S r Ω

S r S Ω S r r

S r r S σ r

S r σ

 

(29)

 

其中,  
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T T
S 1

1
T

2

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

m m
m m m m

m m m k m


 

 
    
      

m m m

m

J S r S r S r V

R S r I S Ω S α

V S Ω S α S Ω S Ω I S α S Ω

, 

1

2

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )),

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )),

m m

m m





       

       





m m m m m

m m m m m

V S r S Ω S Ω r S r S r S α S α r

V S Ω S r S Ω r S r S α S r S α r
 

T

01

T

1
( )

( ) c






    
  

I S α
T

S α K

。 

令 (2 )e e    P α α I , 展开式(29)右端第三项, 可得 

2
S

2

S
0 0

0 0

([ ( ) ( )]δ [ ( ) ( ) ( ) ( )]δ ( )δ )

( )δ d ( )δ d 2 ([ ( ) ( )]δ [ ( )

( ) ( ) ( )]δ ( )δ ) ( )δ d ( )δ d

L L

b b

L L

b b

m m m

s s m m

m s s

      

        
 

      
 

 

 

 

  。

m m m m m m m m

m m m

m m m m m

P J S r S r Ω S r Ω S r S Ω S r r S r r

P S σ r S r σ P J S r S r Ω S r Ω

S r S Ω S r r S r r S σ r S r σ

         

(30)

 

展开式(30)中的第一项, 可得 

2
S([ ( ) ( )]δ ( )δ [ ( ) ( ) ( ) ( )]δ )m m m      

m m m m m m m mP J S r S r Ω S r r S r Ω S r S Ω S r r  

T T T
2

δ

(δ δ δ ) δ ,

δ

 
   
 
 

 
m m m

m

Ω

Ω r r R r

r

                                                     (31) 

其中, 矩阵的 R2 的表达式为 

T T T T
S

T T T T
2 S

T T T T
S

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]

Sm m

m m

m m

  

 
     

m m m m

m m m

m m m m m

J S r S r P J S r S r

R J S r S r P S r

J S r S r P S r Ω S r S Ω S r

 

T T
S

T T

T T

( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

m m

m m

m m



   

m m m

m m

m m m m

S r P J S r S r

S r P S r

S r P S r Ω S r S Ω S r

 

T T T T T

T T T T T

T T T T T

[ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]

Sm m

m m

m m

   

   


      





 

。

m m m m m

m m m m

m m m m m m

S r Ω S Ω S r S r P J S r S r

S r Ω S Ω S r S r P S r

S r Ω S Ω S r S r P S r Ω S r S Ω S r

 

令 

11 12 13 11 12 13 11

3 1 2 21 22 23 22 21 23 22 4

31 32 33 33 31 32 33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ,

0 0 0 0 0

       
                    
              

R R R R R R R

R R R R R R R R R R R

R R R R R R R

    (32) 

其中,  
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T T T
11 S S

T T
12 S

13

T
S

T T
21 S

[ ( ) ( )][ ( ) ( ) ],
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( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ))

[ ( ) ( ) ( )

( )] [ ( ) ( )],

[ ( )
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m

m

m

m

m m



   

   

    

    

   



 




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m
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S r Ω S Ω S r

S r P J S r S r

R J P S r S T

T
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T
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T T
S
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m

m

m
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





 

     



    

    
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









m m

m m

m
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r P I S r
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R S Ω S α S r Ω

S Ω S r S r P S r

R S Ω S r S Ω r S r

S α S r S α r

J S r S r P S r Ω

S r S Ω S r

R T
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T
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m

m




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

    

   

  



  。
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m m m m

S Ω S α S r P S r Ω

S r S Ω S r

R S Ω S Ω I S α S Ω

S r Ω S Ω S r

S r P S r Ω S r S Ω S r

 

对于式(30)中的第 3 项, 有 

S

0 0

S
0

0
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2
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b b

L

b

L

b

L L

b b
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m

s s
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  

   

   
 

    


  


    
 

 





 







m m m m

m m m m
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P J S r S r Ω S r r
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S σ r S r σ
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S r σ P S r r

S σ r S r σ

P

0 0

[ ( ) ( ) ( ) ( )]δ

( )δ d ( )δ d
L L

b b

m

s s

   

   
  



。

m m m mS r Ω S r S Ω S r r

S σ r S r σ

 

(33) 

下面对式(33)中第一项进行处理 , 合并该项及

式(30)中 的平方项, 得 

 

T
11 S

0 0

δ δ 2 [ ( ) ( )]δ

( )δ d ( )δ d
L L

b b

m

s s

  

   
  

m mΩR Ω P J S r S r Ω

S σ r S r σ
 

 

T
11

0 0

δ δ 2 [ ( ) ( )]δ

( )δ d ( )δ d

S

L L

b b

m

s s

    

   
   。

m mR Ω Ω P J S r S r Ω

S σ r S r σ
 

(34)
 

令 

 
T T
11 1 1

T
S 1 1

,

[ ( ) ( )] ,m

 


  m m

R M M

P J S r S r N M
 (35) 

则式(34)可表示为 

T
11 S

0 0

T T
1 1 1 1

0 0

2

1 1
0 0

T
1 1
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δ δ 2 [ ( ) ( )]δ

( )δ d ( )δ d
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b b
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m
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   

   
 
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   
 
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

 

 

 

 

m mR Ω Ω P J S r S r Ω

S σ r S r σ

M M Ω Ω N M Ω

S σ r S r σ

M Ω N S σ r S r σ

N N S σ r S r σ

S σ
0 0

)δ d ( )δ d ,
L L

b bs s  
  r S r σ

 

(36)

 

其中,  

 

T T T 1 T T
1 1 1 1 1 1 1 1

T 1
S 11

T
S

( ) ( )

[ ( ) ( )]( )

[ [ ( ) ( )]]

m

m







  

 。

m m
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N N N M M M N M

P J S r S r R

P J S r S r

 

(37)

 

类似地 , 可对式(33)中第二项和第三项进行处

理, 令 

T T
22 2 2

T
2 2

T T 1 T
2 2 22

T T
33 3 3

T
3 3

T T 1
3 3 33

T

,

( ) ,

( ) ( ) [ ( )] ,

,
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[ ( ) ( ) ( ) ( )]( )

[ ( ( ) ( ) ( ) ( ))] ,

m

m m

m m m

m m m

m m m

m

m m

m

m





 

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
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 

    

    


  







R M M

PS r N M

N N PS r R PS r

R M M

P S r S r S S r N M

N N P S r S r S S r R

P S r S r S S r

 

 

 

 

 

类似于式(36), 有 

(38)
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T
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(39)

 

因此,  

T
11 S
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
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3
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 

 

 

 

 




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m
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M
2

3
0 0
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1 1 2 2 3 3

( )δ d ( )δ d

( )

L L

b bs s     
 

   

 mr N S σ r S r σ
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2

0 0
( )δ d ( )δ d

L L

b bs s   
   。S σ r S r σ  (40) 

式(40)右端前三项显然为正, 下面考虑右端第四项, 

可表示为 

 

 

T
T T

T
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T T T T
1 1 2 2 3 3

( ( ))
δ ( ) δ ( )

( ( ))
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δ ( )
( ( )) ( ( )) d d
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 
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        

 
r

r σ U
σ

 (41) 

其中,  

T T T T T
1 1 2 2 3 3
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 (42) 

设 定 2
 为 矩 阵  U 的 最 大 特 征 值 , 令 2 

2

0
( )d

L
s s , 则根据式(41)可得 
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因此,  
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因此, 式(29)可表示为 

 2 T T T
4

δ

D ( ) (δ δ δ ) δ

δ

H 
 
    
 
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δ
(δ δ ) d

δ
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b
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s
 
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 

 。
σ
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r

 

(45) 

由于系统的平衡点为 ( , , , , )e e e e e
b

m mΩ r r σ r , 且 

 S ( )e e e e em    m mα J Ω r r Ω  

0
d

L
e e e e

bm s  
m mr r r σ , (46) 

令 4
eR 和 2

eT 分别表示矩阵 R4 和 T2 在平衡点的值, 

e  和 e  分 别 表 示  和   在 平 衡 点 的 值 , 则 式

(46)在平衡点的值为 

2
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
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
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(47)

 

根据表达式(47), 可得如下定理。 

定理  若矩阵 R4 和 T2 在平衡点 ( , , ,e e e
m mΩ r r ,eσ

)e
br 是正定的, 则刚–液–柔耦合航天器系统(式(10))

是非线性稳定的, 其中,  

2 T12 13

04 21 23 2

T 2
31 32

0 1
( )

0 ,

0 ( ) c

 

 

           
      

。
R R

I I S α
R R R T

R R S α K I

 

3  耦合系统平凡解和数值仿真 
3.1  耦合系统平凡解 

下面考虑刚–液–柔耦合航天器系统的平凡解

(即系统绕着线性剪切梁的轴向进行旋转), 设定该

情况下平衡点的形式为 ( , , , , )e e e e e
b

m mΩ r r σ r , 系统的角

速度为 3 3
e eΩ e , 表示角速度沿着第三惯性主轴方

向 。 由 于 梁 是 未 拉 伸 的 , 则 有 3( ) ,e
b b s r e e σ

, 0 s l 0 。晃 动 质 量 m 的 平 衡 解 为 0, 0m mr r  , 

对应于晃动质量块静止在平衡位置, 不发生运动。

平衡点位置的角动量为 33 3 3
e ej α e , 根据上式可得

到 和  在平衡点的值为 

 

2
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|| ||
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 (48) 

矩阵 T2 在平衡点的表达式为 

2
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0
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其中,  
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            (50) 
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为使得矩阵 2
eT 为正定的, 则需要满足以下条件:  

 

2 2
1 3

0
0

2 2
2 3

0
0

1 2
2 2

0 0
0 0

1
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1
d ( ) ,

1 1
,
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L
e
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L
e
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r s r s
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

 
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 
       


 







 
。

 (51) 

考虑矩阵 4R 在平衡点的形式, 可得到矩阵 4
eR 的各

阶顺序主子式均为零, 因此, 矩阵 4
eR 为半正定。因

此 , 若满足式(51), 则耦合航天器系统为非线性稳

定的。式(51)的前两个条件是系统稳定自旋的条件, 

与仅考虑刚体自旋稳定性的条件相比, 由于液体晃

动和柔性附件的影响, 对应的转动惯量需要进行修

正。当不考虑液体和柔性附件的影响时, 式(51)退

化为刚体自旋稳定的条件。式(51)的后两个条件是

对系统转速的限制, 表明刚体的角频率不能超过横

截梁的修正特征频率。在不考虑液体晃动的情况

下 , 稳定性条件(式(51))与文献[6]中含有柔性附件

的刚体稳定性条件一致。 

3.2  数值仿真 
选 取 刚 体 航 天 器 的 惯 性 矩 阵 的 参 数  j11=420 

kg·m2, j22=385 kg·m2, 系统的角速度为 3
e ; 未晃动

燃料的质量为 mF=152.12 kg; 参与晃动的液体质量

m =60.92 kg, a1=0.88 m, a2=0.96 m; 弹簧的刚度

系 数 为 k=220.21 N/m; 单 位 长 度 剪 切 梁 的 质 量

0=0.3768 km/m; 梁 的 弹 性 系 数 为  kx=ky=kz=84 

N/m; 柔 性 附 件 与 刚 体的 连 接 点 在本 体 坐 标 下为

b=(0, 0, b)T, b=1.428 m。根据稳定性条件(式(51)), 

给出耦合航天器系统在参数空间中的稳定和不稳定

区域 , 其中参数为刚体航天器转动惯量  j33 和梁的

长度 L。 

图 3 中角速度为 3 1.0 rad / se  , 阴影部分为稳

定区域。从图 3 可看出, 航天器自旋轴的转动惯量

增大会增加航天器姿态的稳定性, 而附件长度的增

加会将降低航天器姿态的稳定性。 

图  4 给出角速度 3
e 的变化对系统稳定性的影

响, 阴影部分为稳定区域。从图 4 可以看出, 自旋

角速度的增加会降低系统的稳定性。 

下面考虑储液腔内液体燃料的变化, 即充液比

的改变对耦合系统稳定性的影响。航天器刚体的惯 

 

图 3  参数空间(j33, L)中稳定区域和不稳定区域的分布 
Fig. 3  Distribution of stable and unstable region 

in parameter space ( j33, L) 

 

 

图 4  参数空间 3( e , L)中稳定区域的分布 

Fig. 4  Distribution of stable region in parameter 
space 3( , )e L  

性矩阵 

 2
H

420 0 0

0 385 0 (kg m ),

0 0 520

 
   
  

J  

系统的角速度为 3
e , 梁的密度为 =300 kg/m3, 剪

切 梁 的 弹 性 系 数 为  kx=ky=kz=84 N/m, 梁 的 长 为

L=6.4 m, 半径为  r=0.02 m, b=1.428 m, 梁的单位

长度的质量为0=0.3768 kg/m。设定储液腔的几何

形状为球形, 半径 R=0.4135 m, 储液腔内液体燃料

最大质量 mliquid=300 kg, 储液腔内实际燃料质量为

mtotal=mslosh+mrest, 其中 mslosh, mrest 分别表示晃动液 
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图 5  参数空间 ( , )3
e  中稳定区域的分布 

Fig. 5  Distribution of stable region in parameter 
space 3( , )e   

 
体质量和静止液体质量。令=mtotal/mliquid 表示储液

腔 的 充 液 比 (0≤ ≤1)。 通 过 文 献 [1011]可 以 得 到

mslosh/mtotal, mrest/mtotal, a1, a2 随充液比的变化, 结合

等效晃动质量可得到等效模型弹簧的刚度。图 5 给

出了柔性附件和刚体航天器在参数不变的情况下 , 

0.1≤ ≤0.9 时稳定区域的分布。从图  5 可以看出 , 

随着充液比的增加, 稳定性区域呈现先减小后增加

的趋势。 

4  结论 

耦合航天器稳定性分析在航天器动力学与控制

研究中起着重要作用。本文针对含有柔性附件的充

液航天器系统进行稳定性分析。首先, 给出刚–液–

柔耦合航天器的力学模型, 通过分析各个部分的能

量函数 , 得到系统的总能量函数和  Casimir 函数 ; 

接着, 计算能量Casimir 函数的一阶变分, 得到耦

合 系 统 平 衡 点 所 满 足 的 条 件 , 然 后 计 算 能 量  

Casimir 函数的二阶变分 , 得到耦合系统的非线性

稳定性条件 ; 最后 , 给出绕三轴稳定自旋的情况 , 

得到非线性稳定性条件, 并通过数值仿真验证了相

关结论。研究结果显示, 刚体的转动惯量、剪切梁

的长度以及储液腔的充液比对系统稳定性有较大的

影响。 
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