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摘要  基于计算机辅助教学领域中平面几何图形的识别和检索研究, 提出一套可行的完整解决方案，并对手

绘图美化、基本图元检测、显著性分析、位置关系描述和匹配度计算等关键问题进行分析。在深入分析几

何图各级特征的同时, 提出具有较强针对性的布局关系描述和复杂图形匹配的多种算法, 使得几何图形最终

得以直接用于内容检索, 弥补了基于关键字检索技术在描述查询意图方面的不足。实验结果表明, 本文提出

的解决方案不仅可行, 而且具有较高的准确度。 
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Abstract  Based on the study of retrieving plane geometric figures (PGFs) in the area of computer aided 

instruction, a feasible solution for PGF retrieval is proposed. The authors focus on several challenging tasks such as 

sketch beautification, geometric primitive detection, salience analysis of the overlapped primitives, structural 

relationship description between two geometric primitives, and figure similarity computing. Several algorithms are 

presented especially on layout description and complex shape matching. The PGFs are applied directly to content 

retrieval and compensate for the weaknesses in describing the query intentions using keyword-based search. 

Experimental results demonstrate the feasibility and significant performance of the proposed retrieval algorithm. 
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互联网的优越性使得计算机辅助教学迅速发

展, 加快了内容数字化以及网络出版的进程。几何

图形作为数学教学的重要组成部分, 不仅在数量上

的急速增长, 在使用方法上也面临巨大的转变。 

平面几何图形主要以数学题的形式存储在电子

书或知识库中。传统上平面几何图形只能用主题信

息或关键字检索, 很难准确地描述原始题目。显然, 

几何图形本身可以更好地描述相应几何题的题目内

容, 所以检索几何题的最佳方法是直接利用原始几

何图形或相应的手绘图进行检索而不是用关键字 

检索。 

随着智能手机及平板电脑等多功能移动设备的

普及 , 用户可以通过触屏方式方便地实现手绘图。

但目前, 互联网上大量的几何题资源却只能通过关

键字检索, 基于图像或手绘的几何题检索系统已经

成为一个迫切的应用需求。 
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图 1  基于手绘的几何题检索系统 
Fig. 1   Geometric question retrieval based on sketch 

 
图 1 展示利用手绘图检索几何题的大致过程, 

几何图结构的复杂性以及几何图形之间的相似性使

得准确检索面临很大挑战。 

1  相关工作 

对几何信息的分析可以追溯到早期的几何教

学 , 如逻辑推理 [1]、数值分析 [2]、代数 [3]、基于图

形的约束求解[4]以及利用几何约束对手绘图进行美

化[5]等。 

目前已经有一些基于手绘的检索系统 , 例如

Cabri Ⅱ Plus, Geometer’s SketchPad 和 Geometry 

Expressions。在这些检索系统中, 用来美化图形的

方法依赖于提前定义好的模板以限定几何约束。

QuickDraw[6] 通 过 识 别 手 绘 图 中 的 独 立 组 成 部 分 , 

推断它们之间的几何约束, 从而实现图形美化。 

几何约束也用于其他一些手绘识别系统 [7–10], 

将手绘图的基本组成部分组合成具有高层语义信息

的结构。Johnston 等 [11] 通过对不同种类的几何约

束指定置信度, 来平衡识别的速度和准确度。 

虽然有关检索完整几何图形的研究不多, 但是

在基本图元的检测方面(如三角形、矩形和圆的检

测), 已经有一定的积累。 

三角形检测的方法一般分为 4 种。1) 通过检 

测三条边来检测三角形, 霍夫变换是最广泛使用的

直线检测方法。在文献[12–17]中, 霍夫变换被用来

做三角形道路标志检测和识别。2) 文献[15,18–19]

中提出的基于关键点检测的方法, 可以根据检测到

的拐点定位三角形的顶点。3) 基于三角形几何特 

性 的 方 法 。 比 如 基 于 角 度 [15] 、 三 角 形 回 归 方    

程 [20]、三角形内切圆的特性 [21]以及对称性 [22–24]。

4) 其他一些利用颜色信息 [25]、AdaBoost[26]以及神

经网络[27]的方法。 

矩形检测的方法分为两类: 基于图元的方法和

基于霍夫/拉东变换的方法。 

基于图元的方法把一些短的碎线或弧结合起来

形成矩形的边, 利用这些预测出来的边, 根据特定

的几何约束, 形成矩形或平行四边形。Lin 等[28]研

究了航拍图片中矩形 /平行四边形检测的问题。首

先检测直线并搜索相应的垂线, 然后利用每一条检

测出来的直线和相应的垂线 , 构成一个搜索  的区

域 , 在 此 区 域 中 寻 找 另 外 两 条 边 。 Lagunovsky   

等 [29]提出一种基于线元的检测方法。首先提取线

元, 然后根据这些提取出来的线元合成线段, 最后

通 过 比 较 这些 线 段 的 长度 和 方 向 检测 矩 形 。 Tao  

等 [30] 提出一种基于图元 , 从航空图片提取矩形建

筑物的方法。首先执行边缘检测, 然后利用分割算

法提取线性元素, 用平行线构造矩形。Liu 等[31]将

一种基于全局轮廓的线条检测方法和马尔可夫随机

场相结合, 从彩色图像中提取矩形对象。 

基于霍夫/拉东变换的方法首先通过霍夫/拉东

变换检测直线, 利用这些检测出来的直线构造四边

形。Zhu 等 [32]基于矩形霍夫变换 , 检测在低温电 

子显微镜图像中的矩形颗粒。然而, 这种算法只能

检测图像中同一尺度的矩形, 并且矩形的尺度必须

是已知的。Jung 等 [33]提出一种利用加窗霍夫变换

来检测灰度图像中矩形的方法, 但是这种方法的时

间复杂度很高。Bhaskar 等[34–35]过滤出霍夫/拉东变

换中的峰值, 利用 4 个峰值的组合来检测一个潜在

的矩形。Wu 等[36]提出一种高分辨率图像中实时矩

形检测的算法。Galamhos 等 [37]提出一种“穿越膨

胀”的方法来提升霍夫变换的效果。 

圆 检 测 方 法 广 泛 运 用 于 自 然 图 像 和 文 档 图      

像 [38–40]。Chung 等 [38]提出一种多依据采样方法和

修正策略来同时优化准确度和执行时间。Cuevas

等 [40]提出一种针对复杂噪音图像检测多个圆的方

法。Lamiroy 等[41]针对文档图像提出一种快速而且

健壮的圆检测方法。 

目前的大部分检测方法主要集中在检测单独的

几何图元, 例如三角形、矩形或圆形等。然而, 对

于平面几何图形, 基本图元之间很可能存在交叠现
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图 2  显著性图元检测 
Fig. 2  Salient triangle detection 

象。在这些复杂的布局中, 以上方法会遇到很多问

题, 甚至不能检测到基本图元。 

2  关键问题 
2.1  手绘图的美化 

为了提高几何图分析的准确度, 首先把用户输

入的手绘图美化成标准图。最基本的平面几何图形

主要由一些低层次的图元(如线、圆弧/圆等)组成 , 

可通过以下方法对图形进行美化。 

基于骨架和交点获取基本线段。根据经验阈

值, 去掉太短的线段。首先, 从任意一个交点 P 出

发, 计算经过 P 点的所有线段的斜率, 把具有相似

斜率的线段合并; 然后 , 转到下一个交点 , 重复以

上操作。 

当两条曲线相交时, 交点附近的所有线段具有

相似的斜率, 很容易导致错误的线段连接。我们考

虑一些其他信息来解决这个问题, 比如每条线段法

线方向的一致性等。 

手绘时, 用户一般倾向于一笔只画一条线, 但

是在实际手绘过程中, 本来想画直线的一笔很有可

能不是直的, 而且可能用户画了多笔来表示一条直

线, 这些问题在手绘应用系统中不可避免。因此我

们需要对弯曲部分做特殊处理。考虑到人类手绘的

习惯, 我们把存在于两条线段之间的圆弧根据其斜

率和曲率标准化为直线。通过这种方法, 可以美化

更多的直线。 

2.2  基本几何图元的检测 

由于组成几何题图形基本元素的种类是有限

的, 所以我们将一个几何题图分解为多个基本图形: 

圆形、圆弧、多边形、四边形、三角形和线段等 , 

四边形中最有代表性的为矩形、平行四边形、梯形

等。多边形中的正多边形也是几何题中常出现的基

本图形。也就是说, 对于给定的几何题图 G, 我们

的目标是将它分解为多个基本图形 S1, …, Sn, 再用

S1, …, Sn 及其组合来表示 G。这里的每个基本图形

S 可能是圆形、矩形、平行四边形、梯形、三角

形、正多边形、线段等。 

需要指出的是: 平面几何图中的三角形、四边

形等可能存在共点、共边或部分重叠的现象, 因此

检测出的基本图元不完全是理想分解结果的完美图

元, 而是包括了由于叠加、交叉而造成众多冗余甚

至非标准的基本图元。根据以下步骤可将所有重叠

的基本图形检测出来: 1) 集合 G 初始化为空; 2) 检

测圆, 将得到的结果加入集合 G; 3) 利用 Hough 变

换检测直线, 然后从直线中寻找线段信息; 4) 利用

对称性检测正多边形, 并加入集合 G; 5) 在已经

检测到的直线中选取平行线, 用对应的线段拼合

成平行四边形、矩形和梯形并加入集合 G; 6) 用

已经检测到的线段拼合成三角形, 并加入集合 G; 

7) 将未在 4~6 步中使用过的线段加入集合 G。 

上述步骤中, 圆形检测和直线检测技术已经非

常成熟, 因此可利用现有算法, 如 Zhu 等[32]提出的

基于随机采样的方法来进行圆的检测, 尽管它是一

种非确定性的方法, 但对于几何题图形这类采样清

晰的线段图而言 , 该方法仍然可以得到正确的结

果。正方形、矩形、平行四边形以及梯形等四边形

检测用文献[42]提出的方法完成检测。 

2.3  显著性分析 
2.3.1  图元显著性分析的必要性 

使用所有检测到的几何图元来描述平面几何图

形(plane geometric diagrams, PGDs)是一种低效的方

法, 很多 PGDs 包含冗余的图元, 尤其是当它们出

现交叠情况时。如图 2 所示的三角形包含 8 个关键

点和 6 条边, 可以组成 15 个基本三角形。对显著

性不加分析, 直接用所有的 15 个三角形来描述这

个几何图 , 显然是低效的。根据一般的视觉感知 , 

对图 2 而言, 实际上只需要 3 个显著性图元就足以

描述整个原始图形。实际上, 不管是哪种类型的显

著图元组合, 总是存在很高的冗余, 这也意味着寻

找显著性图元十分必要。 
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图 3  ISE 分解方案 
Fig. 3   Results of decomposition of interior salient elements 

2.3.2  显著性分析方法 
本质上, 寻找一个符合视觉显著性的分解方案

就是找一个 PGD 的最小产生集, 这里的最小针对

的是边覆盖的冗余度。这样每一个子问题都可以转

化为一个集合覆盖问题, 用显著性图元覆盖所有的

线段。 

我们参考格式塔原理来执行显著性图元的选

择。以三角形为例, 分析并得到一组优先规则。 

1) 简洁性原则: 用尽可能少的图元来组合原始

图形。 

2) 封闭性原则: 包含凸面交点的三角形具有整

体优先性。 

3) 目标显著原则: 大面积的三角形拥有更高优

先级。 

4) 连续性原则: 长的线段比短的线段优先。因

为共线的几条线段被认为应该组合在一起, 而不是

分离。 

5) 自底向上原则: 图形底层的三角形更倾向于

被选择。 

原始图可以根据以上规则得到一系列分解方

案。分解方案中的显著性图元可以重构原始图形 , 

并且具有很低的边覆盖冗余性。显著性图元分为两

种类型 : 凸面显著性图元(convex salient elements, 

CSEs)和内部显著性图元 (interior salient elements, 

ISEs)。CSE 包含一个或多个存在于凸包上的支撑

点 , 并 且 没 有 线 从 中 穿 过 。 ISE 含 有 内 部 的 点 。

CSE 比 ISE 重要, 因为 CSE 基本可以形成整个架

构, ISE 一般只提供一些内部的细节信息, 使图形更

完整。显著性分析的结果并不唯一 , 通常由一组

CSE 和 ISE 共同组成, 图 3 是针对同一图形的几种

显著性分析结果, 可以通过一个排序算法对分析结

果进行筛选，用于后续的特征提取和匹配计算。 

2.4  图元位置关系 
通过显著性分析, 我们可以选择一组显著图元

G = {S1, …, Sn} 来表示一个完整图形, 其中 Si 表示

一个显著图元。这种表示忽略了图元之间的位置关

系, 而不同的图元布局往往会导致整个图形在属性

上和视觉上产生明显的差异。为了更加细致地刻画

复杂几何图形, 我们需要对图元之间的位置关系提

出准确的描述方法。 

2.4.1  三角形与四边形的关系分析 
以三角形与三角形之间的位置关系为例, 设 S1

和 S2 均为三角形, 令 a1, a2 和 a3 是 S1 的三条边, b1, 

b2 和 b3 是 S2 的 3 条边。我们用如下的 3×3 的矩阵
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表 1  线段与线段之间的关系 
Table 1  Values of the relationships between two segments 

 

来表示两个三角形之间的关系:  

 
ss 1 1 ss 1 2 ss 1 3

33 ss 2 1 ss 2 2 ss 2 3

ss 3 1 ss 3 2 ss 3 3

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

R a b R a b R a b
R a b R a b R a b
R a b R a b R a b

 
   
  

M , (1) 

其中, Rss(ai, bj) (i, j=1, 2, 3)表示线段与线段之间的

关系, 所对应的物理结构及权重值如表 1 所示。 

类似地, 对于四边形与四边形之间的关系, 以

及四边形与三角形之间的关系, 可以用 4×4 的矩阵

和 4×3 的矩阵分别表示。但是, 这些矩阵的缺点在

于 : 一方面结构比较复杂 , 另一方面不具有对称

性。例如在定义 S1 的边时将 a1 与 a2 所对应的边互

换, 就会形成另外一个矩阵, 新矩阵与原矩阵数值

相同但位置不同。此外, 矩阵与矩阵之间的比较也

很复杂。 

我们只需要找出最强的线段关系, 就足以描述

两个图元的关系, 这样就可以用三组或四组线段与

线段的关系(数值)取代原来的矩阵。具体做法是 , 

对一个原始矩阵 Mpq (p=3, 4; q=3, 4; p≥q) , 逐次

找出其最大值 Ak, 并从矩阵 Mpq 删除 Ak 所在行和

所在列的全部元素, 重复此步骤直到找出所有最大

值, 这样两个图元的关系就可以只用一个数组表示: 

R (S1, S2)=[A1, …, Ak]。 

2.4.2  双图元 
为了降低计算复杂度以及更好地描述几何题图

形内部各部分的位置关系, 我们需要将图形间关系

中较“强”的关系挑选出来 , 并定义为“双图形”, 不

够“强”的关系则不必考虑其位置关系, 描述时视为

两个单独的基本图形。 

以圆与圆之间的关系为例, 共有外切、内切、

相交、内含和分离 5 种关系, 其中前 4 种关系可构

成强关系, 而“分离”关系则不够强。其他各种图元

之间的关系经过分析后, 可以筛选出如图 4 所示的

41 种双图元。 

引入双图元后 , 我们再对几何图进行分解时 , 

就尽量选择较大的双图元表示其组成。具体实现是

通过图元的面积排序, 其中, 双图元的面积是其组

成图元的面积之和。原始几何图由一个新的集合

G=(P1, …, Pn)来表示, P	可以是一个基本图元, 也可

以是一个双图元。 

2.5  匹配度计算 
本节引入相似度计算方法 Match(G1, G2)对图

G1{P1, …, Pm} 和 G2{Q1, …, Qn} 的 匹 配 度 进 行 计 

算。为此, 首先定义 G1 和 G2 中各元素的匹配度, 

由于它们可能是 G1 或 G2 中的基本图形, 也可能是

双图元, 因此需要分情况进行讨论。 

2.5.1  基本图形匹配 
设 P 是 G1 中的基本图形, 而 Q 是 G2 中的基本

图形。如果它们是不同类型的基本图形, 那么其匹

配度 C(P, Q)为 0, 即完全不匹配, 当两者存在一定

的相似度时, 我们则根据视觉显著性的统计数据计

算出匹配度的数值, 详见表 2。 

为了体现基本图形 P 和 Q 之间的“圆”和“扁”

的差异, 我们引入偏圆率指标:  
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表 2  基本图形间类型匹配值 
Table 2  Matching weight between basic shapes 

P 的类型 Q 的类型 视觉显著比例/％ C(P, Q)

圆 圆 100 50 

矩形或正方形 矩形或正方形 82 40 

梯形 梯形 40 20 

平行四边形 平行四边形 13  7 

三角形 三角形 6.9  3 

正多边形 正多边形 100 50* 

不同类型的基本图形   0 

注: *正多边形必须是边数相同的, 并且边数至少为 5。 

 

图 4  具有强关系的双图元 
Fig. 4  List of all the compound elements 

 ( , ) 1 (PCR( ) PCR( )) 2A P Q P Q     , (2) 

 
Area( )

PCR( )
Perimeter( )

S
S

S
 ,   ,S P Q 。 (3) 

我们还引入大小差异指标以克服尺度变化, 如

式(4)所示, 其中 S(P)为当前几何图中最大基本图元

的面积: 

 

Area( ) / Area( )
( , ) ,

Scale( ) / Scale( )

1
( , ) 1, ( , ) ,

( , )

P QS P Q
P Q

S P Q S P Q
S P Q



 当

 

(4)

 

其中 A 和 S 的取值范围都在 0 和 1 之间, 综合 3

项指标, 得出衡量 P 与 Q 的匹配程度的公式: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )W P Q C P Q A P Q S P Q 。 (5) 

2.5.2  匹配矩阵 
对于图 G1{P1, …, Pm}和 G2{Q1, …, Qn}, 可依

据所有图元之间的匹配程度建立一个匹配矩阵: 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2
1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n

m m m n

W P Q W P Q W P Q
W P Q W P Q W P Q

G G

W P Q W P Q W P Q

 
 
 
 
 
 

…

…

…

  
M 。 

(6) 

如果将上述矩阵看成一个完全二部图 G=(G1, 

G2)=(P1, …, Pm, Q1, …, Qn), 那么其最大权匹配就是

我们要求的匹配矩阵 M 的最大的元素和。为此可

以使用 KM (Kuhn-Munkres)算法求得 G1 和 G2 最

大权匹配: 

 1 2 1 2KM( , ) Kuhn_Munkres( ( , ))G G M G G 。 (7) 

进一步归一化后的匹配得分如下:  

 1 2
1 2

1 1 2 2

2KM( , )
Match( , )

KM( , ) KM( , )

G G
G G

G G G G



。 (8) 

3  实验 

下面通过实验来检验上述图形描述和匹配方法

的有效性。我们从 5 本典型中学几何课本中收集

270 个几何题图形来组建数据集, 所有的测试均在

Windows 操作系统上实现。 

为了验证描述子的有效性, 还需要选择其他匹

配方式作对照。我们构造了另外一个数据集, 其内

容是对数据集中每一个几何题图形进行分解、标定

后得到的基本图形集合(BSS) G={S1, …, Sn}。 

我们采用图形识别方法中较典型的 Zernike 矩

描述子方法以及基于 BSS 的“仅单图形”方法作为

对比方法。图 5 为一个几何题图形在 3 种检索方

法对比后的结果, 最左侧的图形为从数据库中选取

的待检索图形, 第 2～6 列的图形从左往右依次是

最接近检索结果的 5 个图形。可以看出, 方框内标

出的图形从视觉上与左侧的待检索图形结构最相

似。本文方法检索出 4 个相似的图形, 而“仅单图

形”的方法检索出 2 个相似的图形, Zernike 方法返

回的图形相似性很弱。从第 4 和 5 列可以看出, 在

考虑了两个三角形之间关系的情况下, 更容易检索

到与原图布局上更相似的几何题图形。 

为了评估识别检索结果与人类认知的差异, 我

们随机选取 16 个几何题图形, 并用 3 种方法进行 
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图 5  3 种方法的实验结果对比 
Fig. 5  Experimental results for the three methods 

表 3  三种方法的投票结果 
Table 3  Votes for three methods 

编号 Zernike 矩 仅单图形 本文方法 最佳 比例/% 

 1  0  5 20 本文方法 80 

 2  0  8 17 本文方法 68 

 3  1  7 17 本文方法 68 

 4 10  8 7 – 40 

 5  9  3 13 本文方法 52 

 6 13 12 0 Zernike 52 

 7  0 18 7 仅单图形 72 

 8  5  1 19 本文方法 76 

 9  8 14 3 仅单图形 56 

10  0  8 17 本文方法 68 

11  0  5 20 本文方法 80 

12  0  0 25 本文方法 100 

13  0 15 10 仅单图形 60 

14  0  6 19 本文方法 76 

15  0  3 22 本文方法 88 

16  0  7 18 本文方法 72 

说明: 阴影区域数字为最高票数。 

 

检索, 对每次检索选取前 5 名的查询结果。然后邀

请 25 个人对生成的结果进行投票, 3 种检索方法中

本文方法表现最好。表 3 为原始投票结果, 即对于

这 16 个查询来说, 认为相应方法为最佳方法的投

票人数。表 3 中序号为查询原图的序号, “最佳”表

示该查询图里获得投票最多的方法, “比例”代表该

最佳方法获得的实际票数所占比例。第 4 号图形由

于 3 种方法获得的投票数非常接近 , 因此查询的

“最佳”栏空缺。 

4  结论 

本文对平面几何图形的识别和检索进行了系统

分析, 并针对其中的关键问题: 1) 基本几何图元检

测 , 包括三角形、矩形、平行四边形、梯形和圆 ;  

2) 交叠图元的显著性分析; 3) 基于双图元结构的描

述子提取; 4) 复杂图形的匹配方法等, 提出一套可
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行的解决方案。在检测到 PGD 所有基本图元后 , 

我们利用本文提出的优先规则分析图元显著性, 然

后利用显著性图元简化图元子集。根据基本图元之

间的空间关系构建 PGD 结构描述子, 本文提取的

描述子可以比其他的基本图形描述子反映出更多的

结构信息。最后利用矩阵匹配方法实现了完整的检

索流程。据此搭建的原型系统可以运用到数学文档

领域。未来会考虑更多种类的几何图元, 扩大我们

的数据集, 并探索其商业用途。 
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