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摘要  研究一类非自治广义 Birkhoff 系统的分岔。将该系统转化为梯度系统, 利用梯度系统的性质研究这一

类系统平衡点的稳定性。研究表明, 当系统含有某个参数时, 系统平衡点的数目和稳定性将会随参数的变化

而发生改变, 从而产生分岔现象。 
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Abstract  Bifurcation for a type of non-autonomous generalized Birkhoffian systems is studied. Gradient 

representations for this type of non-autonomous generalized Birkhoffian systems are given. The stability of 

equilibrium point of these systems is discussed by the characteristic of the gradient system. Further the systems 

which contain some parameter are studied. The stability and the number of equilibrium point will change along 

with the change of the parameter to produce the bifurcation phenomenon. 
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1927 年, Birkhoff 
[1]在《Dynamical systems》(动

力系统)一书中给出一类新型的积分变分原理和运

动微分方程, Santilli[2]称之为 Pfaff-Birkhoff 原理和

Birkhoff 方程。Birkhoff 系统动力学是 Hamilton 力

学的自然推广。近年来, 对 Birkhoff 系统动力学的

研究非常活跃 ,  取得一些重要进展 ,  主要集中在

Birkhoff 系统的积分理论[3]、逆问题[4]、稳定性[5]和

对称性 [6]等方面。1993 年 , 梅凤翔 [7]研究了 Birk-

hoff 方程增加一个附加项的情形 , 称为广义  Birk-

hoff 方程。广义 Birkhoff 系统动力学也取得丰富的

研究成果 , 同样集中在广义 Birkhoff 系统的逆问 

题 [8]、积分理论 [9]、对称性 [10]、稳定性 [11]等方面 , 

但很少涉及系统分岔的问题。开展广义 Birkhoff 系

统的分岔研究, 可将非线性动力学相关理论推广应

用到广义 Birkhoff 系统, 探讨该系统的动力学行为, 

进一步完善 Birkhoff 系统的理论体系。因此, 对广

义 Birkhoff 系统分岔问题的研究有重要意义。 

非线性动力学的分岔是动力系统的重要性质 , 

是流体力学、电力学、非线性振动理论、控制理

论、生态学等领域研究的重点内容[1214]。2000 年, 

陈向炜等[1516]首次研究 Birkhoff 系统的分岔问题, 

分析了二阶自治 Birkhoff 系统的极限点分岔、跨临

界分岔以及叉形分岔。梅凤翔 [17]研究了二阶自治

广义 Birkhoff 系统平衡点分岔的相关问题, 也讨论 
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了系统的极限点分岔、跨临界分岔以及叉形分岔。

但是, 这些研究仅针对自治 Birkhoff 系统, 未涉及

非自治情形。 

梯度系统是一类重要的动力学系统[18], 在研究

运动稳定性问题时具有很好的应用价值。一旦动力

学系统能够转化成梯度系统, 便可以借助梯度系统

的性质研究动力学系统的稳定性。文献[19‒23]研

究了各类力学系统的梯度表示, 利用梯度系统的性

质分析了这些系统的平衡稳定性。Mei 等[24]利用梯

度系统的性质 , 研究了自治广义  Birkhoff 系统的 

分岔。 

在上述研究的基础上, 本文利用梯度系统的性

质, 进一步研究含参数非自治广义 Birkhoff 系统的

稳定性和分岔。研究表明, 当系统所含的某个参数

发生变化时, 系统平衡点的数目和稳定性将会随参

数的变化而发生改变, 从而产生分岔现象。 

1  广义 Birkhoff 系统 

广义 Birkhoff 系统的运动微分方程[17]为 

 
RBa
ta

 
  

 
    

  

 ( , 1, 2, ..., 2 )n   ,  

可以写成如下形式: 

 
RBa
ta

  
 

 
    

  

 ( , 1, 2, ..., 2 )n   , (1) 

其中, 

 
RR

a a


  


 
 

 (2) 

为  Birkhoff 协 变 张量 ,  为  Birkhoff 逆 变 张量 , 

它们之间有关系: 

 
 

     

 ( , , 1, 2, ..., 2 )n    。 (3) 

对 于 方 程 (1), ( , )B B t a 为 Birkhoff 函 数 , vR 

( , )vR t a 为 Birkhoff 函数组, ( , )v v t  a 为附加项。

当函数 , ,v vB R  中都显含 t 时 , 我们将系统(1)称为

非自治广义 Birkhoff 系统。 

2  梯度系统 

梯度系统的微分方程有以下形式[17]: 

 i
i

Vx
x


 


  

 ( 1, 2, ..., )i m 。 (4) 

其中, V＝V(x)称为势函数。 

梯度系统有以下两个重要性质。 

性质 1  对于系统(4)所有的 x , 都有 0V  , 当

且仅当 x 为系统的平衡点时, 0V  。 

性质 2  对于系统(4)的线性化系统, 在任意平

衡点处其特征方程只有实根。 

由 Lyapunov 一次近似理论可得如下命题。 

命题 1  如果梯度系统(4)的一次近似特征方程

的根皆为负数, 则平衡位置是渐近稳定的; 如果有

正根, 则平衡位置是不稳定的; 如果存在单根 0 且

无正根, 则平衡位置是稳定的, 但不是渐近稳定的; 

如果存在重根 0, 则平衡位置是不稳定的。 

3  系统的梯度表示 

一般情况下, 非自治广义 Birkhoff 系统(1)并不

是梯度系统。如果系统(1)满足 

  

RBΩ Λ
ta a

 
 

   
      

  

 

,
RBΩ Λ
ta a

 
 

   
       

 

(5) 

同时有 

 0
RBΩ Λ

t ta
 



   
       

 

 ( , , 1, 2, ..., 2 )n    , (6) 

此时, 方程(1)可以找到势函数 ( )V V a , 使得 

 
RB VΩ Λ
ta a a

 
  

             
, (7) 

这样, 非自治广义 Birkhoff 系统(1)便成为一个梯度

系统。于是, 我们利用梯度系统的性质研究该系统

的分岔。 



曹秋鹏等   一类非自治广义 Birkhoff 系统的稳定性和分岔    

 

655 

4  系统平衡点的静态分岔 

假设非自治广义 Birkhoff 系统(1)的 Birkhoff

函数 B, Birkhoff 函数组 Rv 或附加项  含有某一个

常参数  , 则可以将非自治广义 Birkhoff 系统(1)写

成如下形式:  

 ( , )a F a , (8) 

其中,  

 ( , )
RB
ta

 
  

 
    

F a  

(,  =1, 2, …, 2n), 

且等式右端满足式(6)。 

设 0 0( , )a 是方程 

 ( , )  0F a  (9) 

的解。本文研究的内容是 : 1) 随着参数  的变化 , 

点 0 0( , )a 对应的方程(8)的平衡点稳定性变化情况; 

2) 随着参数  的变化 , 在点 0 0( , )a 附近 , 方程(9)

的解对应的方程(8)的平衡点个数变化情况。 

当  固定时 , 方程(9)在 0 0( , )a 的足够小邻域

内解的个数记为 m。当  发生变化经过 0 时, m发

生改变或者点 0 0( , )a 对应的方程(8)的平衡点稳定

性发生改变 , 则称 0 0( , )a 是一个静态分岔点 , 0
称为分岔值。 

对于研究内容 1, 若非自治广义 Birkhoff 系统

(8)能够成为一个梯度系统, 那么平衡点的稳定性由

命题 1 判定, 随着参数  的变化, 梯度系统的一次

近似特征方程的根的正负性可能发生变化。 

对于研究内容  2, 当  F(a, )=0 的解是一些曲

线时 , 分岔点 0 0( , )a 是某两条解曲线的交点。下

面 给 出 系 统 (8)发 生 研 究 内 容  2 情 况 的 一 个 必 要  

条件。 

定理  1  对于系统(8), 设点(a0, 0)处有  F(a0, 

0)=0, 在 (a0, 0)的 邻 域 内  F(a, )对  a 可 微 , 且

F(a, )和 DF(a, )对 a,  连续。假如(a0, 0)是 F(a, 

)=0 的一个分岔点, 则|DF(a0, 0)|=0。其中 DF(a, 

)表示 F(a, )关于 a 的 Jacobian 矩阵。 

证明: 假设|DF(a0, 0)|≠0, 那么由隐函数定理,

可以得到当|0|<<1 时, F(a, )=0 唯一地确定了

一条解曲线 a =a(), 使得 a0=a(0)。此时, (a, 0) 

不能成为分岔点与(a0, 0) 是分岔点矛盾。定理  1 

得证。 

下面利用两个算例, 分别从系统(8)的平衡点稳

定性的变化和平衡点个数的变化, 说明系统(8)的静

态分岔。 

5  算例 

例 1  非自治广义 Birkhoff 系统: 

 1 2 sinB a a t , 1 0R  , 1
2 sinR a t , 

 2 1 2 2 3
1 sin sin sin ( ) sinΛ a t a t a t a t    , 

 1 2
2 cos sinΛ a t a t  , 

其中  是参数。 

下面, 试写出该系统的运动微分方程, 并分析

 对系统平衡位置稳定性的影响。 

由方程(8), 得到系统的微分方程: 

 
1 1 2

2 1 2 2 3

,

( ) ,

a a a
a a a a

   


   




 (10) 

显然这是一个梯度系统。此时系统的一次近似特征

方程为 

  21
1 1 0

1 1

 
   




     


。 (11) 

当 1  时, 方程(11)有两个负实根, 此时平衡位置

是渐近稳定的; 当 1  时, 方程(11)有一个根是 0, 

一个根是2, 此时平衡位置是稳定的 ; 当 1  时 , 

方程(11)两个根一正一负, 此时平衡位置是不稳定

的。因此, 当 1  时, 系统发生分岔, 1  是系统

的分岔值。 

例 2  非自治广义 Birkhoff 系统: 

 2
1

tR a e , 2 0R  , 1 2 tB a a e , 

 
2

1
tΛ a e , 1 1 1 1

2 ( )(2 )t tΛ e a a a a e     , 

其中  是参数。 

下面, 试写出该系统的运动微分方程, 并分析

 对系统平衡位置稳定性的影响。 

由方程(8)得到系统的微分方程: 

 
1 1 1 1

2 2

( )(2 ),a a a a
a a

     


 


 。

 (12) 

显然 , 方程(12)满足式(5)和(6), 是一个梯度系统。

系统(12)的平衡点个数与参数  的取值有关。 

对于任意的  , (0, )总是方程(12)的解, 且 
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2 0
D ( , )

0 1




 
  

 
0F ,  

|D ( , 0) | 00F 。 

由定理  1 可知 , 点 ( , 0)0 可能成为系统 (12)的分岔

点。下面具体分析分岔情况。 

当 0  时, 方程(12)有一个平衡点(0, 0), 方程

(12)在(0, 0)点处的一次近似特征方程为 

 
0

( 1) 0
0 1


 


  


, (13) 

此方程有根 0  和 1   , 由命题 1 可知此时平衡

点是稳定的, 但不是渐近稳定的。 

当 0  时, 方程(12)有 3 个平衡点, 分别为点

(0, 0), (, 0)和 , 0
2

 
 
 

。 

1) 平衡点  0,0 处的一次近似特征方程为 

 
2

20
( ) ( 1) 0

0 1

 
  




   


, (14) 

此方程有根 2   和 1   , 由命题 1 可知此平

衡点是渐近稳定的。 

2) 我们对平衡点(, 0)做如下处理: 令 

 1 1a    , 2 2a  , 

则方程(12)变成 

 
1 1 1 1

2 2

( ) (2 ),

,

     
 
    


 


  (15) 

此时平衡点 ( , 0) 成为 1 2( , ) (0, 0)   。方程(15)在
1 2( , ) (0, 0)   处的一次近似特征方程为 

 
2

20
( )( 1) 0

0 1

 
  




   


, (16) 

同样, 此平衡点是渐近稳定的。 

3) 我们对平衡点 , 0
2

 
 
 

做如下处理: 令 

1 1

2
a    , 

2 2a  , 

那么方程(12)变成 

 
1 1 1 1

2 2

2 ,
2 2

,

    

 

         
  

  




 (17) 

此时平衡点 , 0
2

 
 
 

成为 1 2( , ) (0, 0)   。方程 (17)

在 1 2( , ) (0, 0)   处的一次近似特征方程为 

 

2
20

( 1) 02
2

0 1

   


 
    
 

, (18) 

方程(18)有根
2

2

  和 1   。由命题 1 可知此平

衡点是不稳定的。 

我们发现, 含有参数  的系统(12), 当 0  时, 

平衡点只有 1 个, 当 0  时, 平衡点有 3 个, 平衡

点的个数发生了改变, 并且对于同一平衡点(0, 0), 

两种情况下其稳定性并不相同。因此, (0, 0)成为系

统(12)的分岔点, 0  是该系统的分岔值。 

6  结论 

本文把利用梯度系统研究稳定性的方法推广应

用到一类非自治广义 Birkhoff 系统, 该系统在满足

条件(5)和(6)情况下就可转化为一个梯度系统 , 于

是可以利用梯度系统的性质研究这类非自治广义

Birkhoff 系统的稳定性和分岔。本文的例子说明 , 

随着参数的变化, 系统平衡位置的稳定性以及平衡

点的个数会随之变化, 系统发生分岔。当然, 这里

的分岔指系统平衡点处的静态分岔。 
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